
Sem
antica dinam

ica
V

ogliam
o definire una funzione che associ ad ogni term

ine corretto del
m

io linguaggio di program
m

azione un valore.
Q

uesta associazione deve essere descritta in m
odo com

posizionale, cioè
il valore corrispondente ad ogni term

ine deve essere determ
inato sulla

base dei valori corrispondenti ai suoi sottoterm
ini (e del costruttore

esterno)
Per poter fare questo, ogni term

ine deve essere scom
ponibile in m

aniera
unica. Ci sono varie scelte possibili per ottenere questo:
U

sare gram
m

atiche non am
bigue

U
sare non i term

ini m
a una rappresentazione non am

bigua, ad esem
pio

l’algebra dei term
ini (algebra iniziale, m

odello assolutam
ente libero…

)
In realtà l’unicità della scom

posizione è una proprietà sufficiente m
a

non necessaria, basta infatti usare gram
m

atiche sem
anticam

ente non
am

bigue (ad esem
pio Exp::= N

um
 | Exp + Exp va bene,

m
a Exp::= N

um
 | Exp + Exp |Exp *Exp no)



G
ram

m
atiche ed algebre

(riassunto da LP)

D
ata una gram

m
atica G

 = (T,N
,Pr), le si può associare una segnatura

S
G

 =(S,O
p)

S= N
 è l’insiem

e dei non term
inali di G

O
p consiste di un’operazione per ogni produzione di G

:
l’operazione corrispondente alla produzione a ::= str, dove
str =w

0 a
1 w

1 a
2 ... a

n w
n con a

i Œ
 N

 e w
i Œ

 T*
avrà arità a

1 ¥
 a

2 ¥
 ... ¥

 a
n Æ

 a
 e sarà indicata dal sim

bolo fa ::= str

Siccom
e a noi  interessa solo la struttura algebrica e non i nom

i usati per
tipi e operazioni, userem

o la sintassi astratta, cioè la classe di
isom

orfism
o di S

G



f :                                                         Æ
 Fdec 

M
etodo pratico per determ

inare S
G

Il problem
a è trovare le operazioni (i tipi sono banalm

ente i non
term

inali)
Supponiam

o di dover trovare il tipaggio dell’operazione f
corrispondente alla produzione

Fdec ::= Type Id(PD
ecs) {Stats result Exp}

Type Id(PD
ecs) {Stats result Exp}

f : Type ¥ Id ¥ PD
ecs ¥ Stats ¥ Exp   Æ

 Fdec 

Si evidenziano i non term
inali presenti nella parte destra della

produzione

Il tipo restituito dall’operazione sarà quello a sinistra della produzione

Fdec

Si riportano tali non term
inali com

e argom
enti (separati da ¥)



A
lgebre su S

G
A

lgebre iniziali (o dei term
ini, o assolutam

ente libere)
Per noi sono interessanti perché ogni loro elem

ento è ottenuto in m
odo unico per

applicazione successiva delle operazioni della segnatura.
Sono quindi candidati ideali per la definizione della sem

antica, perché non presentano
problem

i di am
biguità.

Per ciascuna algebra A
 sulla stessa segnatura esiste un unico om

om
orfism

o !A
dall’algebra iniziale in A

. Sono quindi tutte isom
orfe fra loro.

U
n rappresentante canonico è la seguente algebra T

S
G

I suoi carrier sono definiti induttivam
ente dalle seguenti regole, una per ciascuna

operazione f : s1  ¥... ¥ sn Æ
 s

t1 : s1 …
 tn : sn

t1
tn

f...
: s

A
lbero

La base è data dalle
operazioni costanti
che a loro volta derivano da
produzioni la cui parte destra
non contiene non term

inali

A
 ciascuna operazione f : s1  ¥... ¥ sn Æ

 s
corrisponde una funzione
f T

S
G : s1 T

S
G ¥... ¥ sn T

S
G  Æ

 s T
S

G

definita da
a1

an

f...
f T

S
G(a1 , …

,an ) =



A
lgebre su S

G
A

lgebre sintattiche hanno com
e carriers il linguaggio definito dalla gram

m
atica.

L’algebra L
G

 è definita da 
Il suo carrier di tipo s è proprio il linguaggio di tipo s, cioè s L

G = L
s (G

)
A

 ciascuna operazione f : s1  ¥... ¥ sn Æ
 s, relativa alla produzione

s::= w
0 s1 w

1 s2 ... sn w
n corrisponde la funzione f L

G : s1 L
G ¥... ¥ sn L

GÆ
 s L

G

definita da f L
G

 (a1 , …
,an ) = w

0 a1 w
1 a2 ... an w

n

a1
an

f...

f T
S

G(a1 , …
,an )

L
G  è ben definita?

Com
’è definito ! L

G : T
S

G
 Æ

 L
G  l’unico om

om
orfism

o?  

! L
G

s (
)

= f L
G

 (! L
G

s1 (a1 ), …
, ! L

G
sn (an ))

U
nica possibilità se vogliam

o che
! L

G ={! L
G

s : s T
S

G
 Æ

 s L
G} sia un

om
om

orfism
o

G
enerico elem

ento di s T
S

G 



u
v

Esercizio induttivo
Provare che data una gram

m
atica G

, avente una produzione pr
s ::= w

0 s1 w
1 s2 ... sn w

n  se ai Œ
 L

si (G
), allora w

0 a1 w
1 a2 ... an w

n Œ
 L

s (G
)

Proviam
o per induzione aritm

etica su i Œ
N

 che sj Æ
* aj per j Œ

[1,i] im
plica

s Æ
* w

0 a1 w
1 a2 ... w

i-1 ai w
i si+1 ... sn w

n

Base i=0. Per definizione di riscrittura ad un passo  s Æ
 w

0 s1 w
1 s2 ... sn w

n  da cui
s Æ

* w
0 s1 w

1 s2 ... sn w
n

Passo induttivo. Sia vero che sj Æ
* aj per j Œ

[1,i+1] , allora sj Æ
* aj per j Œ

[1,i] e
quindi per ipotesi induttiva che s Æ

* w
0 a1 w

1 a2 ... w
i-1 ai w

i si+1 ... sn w
n

Sappiam
o quindi che s Æ

* u si+1 v basta provare che si+1 Æ
* ai+1  im

plica
u si+1 v Æ

* u ai+1 v e per transitività otterrem
o s Æ

* u ai+1 v, che è la tesi

A
nche questo lem

m
a si prova per induzione aritm

etica, sul num
ero k di passi necessari per

provare che si+1 Æ
* ai+1

Base k=0. Cioè ai+1 =si+1 ; per riflessività, u si+1 v Æ
* u si+1 v

Passo induttivo. Sia vero che si+1 Æ
* ai+1  in k passi im

plica u si+1 v Æ
* u ai+1 v e supponiam

o
che si+1 Æ

* a’i+1  in k+1 passi.
A

llora avrem
o si+1 Æ

* ai+1  in k passi e ai+1 Æ
 a’i+1 . Q

uindi u si+1 v Æ
* u ai+1 v .

Per definizione di riscrittura ad un passo, ai+1 Æ
 a’i+1   im

plica che esistono a,b Œ
 (T

»
N

)* ed
una produzione s’::=w

 t.c. ai+1 = a s’ b e a’i+1 = a w
 b.

A
llora u a s’ b v = u ai+1 v Æ

 u a’i+1 v = u a w
 b

 v da cui per transitività si conclude



Sem
antica

In questo contesto, dare la sem
antica di un linguaggio diventa

fissare un’algebra (quella sem
antica) ed avere com

e sem
antica l’unico

om
om

orfism
o dall’algebra iniziale in quella sem

antica.

Q
uasi. In realtà ci sono 3 punti non im

m
ediati

• L’algebra della sem
antica per i linguaggi di program

m
azione è spesso

parziale, cioè l’interpretazione delle operazioni sono funzioni parziali
(questo problem

a lo aggirerem
o)

•N
oi vogliam

o associare un valore ad una stringa del linguaggio, quindi
ci servirà una funzione che m

appi il linguaggio sull’algebra iniziale
•Siccom

e siam
o più interessati alla funzione sem

antica che all’algebra,
spesso si descrivono direttam

ente le clausole della sem
antica e si

deducono carrier ed operazioni dell’algebra sem
antica in m

odo che la
funzione definita sia un om

om
orfism

o



A
lgebra iniziale

Linguaggio

A
lgebra sem

antica
! L

G

T
S

G

A

!A

Parte 
staticam

ente 
corretta

Tecniche di
disam

biguazione

L
G

V
ogliam

o definire
questa freccia


