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1We use the term set theory to mean any classical set theory, such as ZF. This should be

distinguished from set theories developed in intuitionistic logic. As will become apparent,
our Kripke lambda models are essentially a semantics of typed lambda calculus developed
in a form of intuitionistic set theory.
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term P with PUV =β,η M and PV U =β,η M . Then in the traditional inference system

for typed lambda calculus, we have U = V ` M = N iff M
U,V
←→ . . .

U,V
←→ N . This fails

when the new inference rules for empty types are added.

¿



�0�.�0*1/'(&�)(|��� (�(.*1�2�E�O/'���)(|�1���[�087�1��� ����*=]���$�`�
��M/'�S!D���G���1;D�&�O�0�.%'�P�0�S���|�1�.>�F/��1���1!D���E�5��� ���9����������� ���J�s!2%�85!LK�� (&�O�4�0!D��%.*1���F�����L�9�g�Z����!D85���2`G���1�'�0�o���)�Z��;D!D87� ����**1!D;D� �g�E���)�9��������� ��*1*1$"�1����/��1�F�1!D���3�5�F� �DA'�n���p�P_�/��1K���*1���'�0�g,'����]q�����2�F$&%'�L(2* ���-,V(.�S�n���0>!D87�1�)�\ I(&�0�'���L(l/'�7�1�.;@�n�&�2�587�D(.�1���1!D�&��*��L�.�1!D�À�5$.�5�F��� ¡ ���&(|��85,��1�587��85$~����85�Z�L�7� ����0*1!��9�L(G���B�F��;D!D87�1�)�d�0!D/�* (",'�g�0!D�'�7� (&��85�L(G���G�1����/��1�F�1!D���E�7�F� �J�0!D��%.*1���Z���&�)�����n����!D85��� I�9���MA&�M` ;'`�A�� �b!D/V�D�&A.�C���S��ª�A.���.�D®)� ¡ `�<=!L]f��K���8PA�]q�d%�85�0#I��8��n�&���0!D��%.*1���Z���&�)���q�n���0>!D85���¥/'�7�1�.;o!D��*1$2eJ87�1% ? �r��!&(&��* �^#I!D8d����KM��87��*C85�B�D�5!D�'�B`^�'!D8�!D�&�MAbeJ89�1% ? �r��!&(���* ���85�O85��* �B���1KM��*1${�B�D�5$i��!G%�� �0��/�85�MA����.(\�n�&��$i�������t�s!2�5/�%&%b!D85�r�2�����s>n*1� ? ���1����/��1���1!D��B,V!D/&�k�n�&�4* ���-,�(&�z�Z��85�O�k,'���F�Z��8k�n�.������85,��1�587��85$|����85�Z�L�7� ���6�0*1!����)(����)�Z��;D!D89�1�)�P`hZ�i�D(�(.�1�F�1!D�CAb%�85�)(.� ���)�Z�N*1!D;D� �g����$k,b�p�1���Z��85%�85���Z�L(i!)KM��8deJ87�1% ? �r* ���-,�(.�S��!&(���* �BA]^���1*1���n����85���3�-��!2���&��*1!D;D!D/'�J�1���Z��85%�85���s�B���1!D�@�1�[��85,��1�587��85${����85�F�)�9� �����0*1!����)(\���B�s>��;D!D87�1�)�g }�0���0��%��H�1�.(.�185�P�0�n*1$�K&� �g�n�&�=Á�!D�&�)(.�p���-,'�)(�(.�1�.; ¡ ` ¤ %�87�D�0��� ����*V�D(.K������s��;D��E�g�n�.�)�-�1�-�E�-!�#I�Z���[�B�D�7$4�s!4(&��K��3�9��eJ87�1% ? �O�0!D/.���Z��8s>n��!�(&��* �r��!G�1��%.*1� ���)�F�1!D�'�J*1� ? � 
∗ ¡ `z�j�1�&��*1*1$�Aj�n�&�"/'�9�0#I/�*H�F�P�9����� _�/��)�N!�#�*1!D;D� ����*f85��* �)�F�1!D�'�N;D���&��87��*1�1���o�s!@eJ87�1% ? �* ���-,V(.�g��!&(���* �H]^�1�n�&!D/&�f�g/.�9�O(.��ÂS�0/�*���$����.(�%�85!LK�� (&�=���O�)�D�5$p]���$��s!r�0!D�'�5�585/.�0�eJ87�1% ? �-* ���-,V(.����!&(&��* �q#I85!D��<���� ? �1�.>n*1� ? �g�5�585/&�0��/�85�)�B`a@�4(&�0�'���{eJ87�1% ? �G* ���-,V(.����!�(&��* �O�1�v���P�0���1!D� ¨ ���.(|(&�)�7�089�1,'�2�n�&�4�L�.�1!D��5$&�7�Z�������.("�n���g������������� ����!�#j�F��85�O�=�1�{���P�0���1!D� ¿ `HhF�{���P�0�F�1!D�GÃ'A.]q�g(.�E�7�0/'�����n���85��* �B���1!D�'�5���1%i,'���F]q�����@eJ87�1% ? �N* ���-,V(.�"��!�(&��* �J���.(i����85�F�)�9� ���[�0*1!��9�L({���)�Z��;D!D89�1�)� nÄ^Ä^Ä�Åx� ¡ �q��KM��85$GeJ87�1% ? �g��!&(���*j(&���Z��85���1�&�)���kÄ^Ä^Ä�Ab���.(� I�D�d%b!D�1���Z�)({!D/.���s!S/'�,�$4ÆH(.�g/.�&(\«^!D,��1�'�5!D�@���.(\Ç��1��!G«^!��5!�*1�1��� ¡ ��KM��85$4�5����*1*HÄ^Ä^Ä:�N��${,'�����-,'�)(&>(��L(\�1�@�GeJ87�1% ? ����!�(&��*n`pa@��%�85!)KM���5!D/.�.(.���L�9�����&(\�0!D��%.*1���Z���&�)���J�n����!D85���O�J�1����P�0�F�1!D�~©.Aj��*1!D�.;{]^�1�n�m�{�0!D8585�)�5%V!D�&(&���'�0�o,'���F]q�����[��!D�&����%��F$\��$�%b�)�N���&(@�1���F/.>�1�F�1!D���E�7�F� ����*1*1$"K���*1� (G%�85!)%V!��7�1���1!D�.��*Q#}!D85�r/�* �D�P`^�j�1�&��*1*1$�A'�1�\���P�0���1!D�i®.A']q�r��/�87�2!D/�8�B�F�Z�������1!D�G�s!�*1!D;D� ����*Q85��* �B���1!D�'�P`ca@�r(&�L�7�087�1,'�g�5!D�N�J;D������87��*�%�85!)%'��85���1�)�=!�#ceJ87�1% ? �*1!D;D� ����*q85��* �)���1!D�'�PAj]^��� �9�~��85�G�0*1!��9��*1$@85��* �)�Z�L(~�s!@È�ÉFW5X�Ê ¸ Y ¶ T�U · � Ç�*1!���ªL�ZA����.(z�5�&!L]�n�&�)�g�";D���&��87��*c�0* �D���J!�#�eJ89�1% ? ����!�(&��* �-����$4,'��!D,��s���1���L(@�D�-eJ87�1% ? ��_�/�!D�F�1�����s�!�#d�0* �D�9�9� ����*H��!�(&��* �P` ¤ �����~��%�%.*1� ���)�F�1!D�z!�#�eJ87�1% ? �"_�/�!D���1�����5�PA�]q�k�0!D�'�5�585/.�0�p��0!D/&���Z��8s>n��!&(���*���!\�n�&�G�1��%.*1� ���B���1!D�Ë 

∗ ¡ ;D�1KM���~�1�m�Z���2���P�0!D�&(z%'��87��;D87��%��l!�#d�Z���%'��%'��8P`a����1*1�"]q�o,'��;M���~!D/�8��5��/'(.$@!�#deJ87�1% ? �k* ���-,V(.�i��!�(&��* �N,&$[]f!D8 ? �1�.;4!D/.�N�(��0�'���1���1!D�~#³85!D�Ì�'87�5��%�87�1�'�0�1%.*1�)�BAf!D/�8���!&(&��*�(&�0�'���1�F�1!D�l���.(~�N���&$�!�#J!D/�8�85�)�s>/�*µ�5�p�N��$�,'�k(&��KM��*1!L%'�L([/'�7�1�.;i�4%'��87�D(.�1;D�Í�n�.�B�p�E�N]f��*1*�> ? ��!)]^����!i85�)���B��87������87��1�v���)�Z��;D!D87� ����*J*1!D;D� �D`ya@�\��85�{;D87�)�Z�0#I/�*d�s!~Æ�(.�g/.�.(�«^!D,��1�'�7!D�v���.(�Ç��1��!m«^!�>�5!�*1�1����#I!D8-�5!D�N�p�&��*1%.#}/�*c(.�E�7�0/'���7�1!D�i!�#H�n���E�g%b!D�1���J!�#qK��1��]gAQ���.(485�0#I��8J�n�&�N85�)�D(���8��!v� �'!D/V�D��Af�&�0!���ª�A����.�D®)��#}!D8�85��* �)�Z�L(�(.�E�7�0/'���7�1!D�C`|hF���5�&!D85�PAf�n���G/'�7/'��*�(&�0�'����>�F�1!D�k!�#������N�����F� ���H!�#��F$&%'�L(S* ���-,�(&������* �0/�*1/'�PA&�D�q�1�\� Î���89�LÃ'A.�'89�3��©�A.<����b©�ªL�ZA�����$,'�O#I!D85�N��*1�1���L(@�1�[�n�&�O* ���.;D/'��;D�O!�#=�����-�n����!D85$��r�2��!�(&��*��E�p�2�0!�*1*1�P�0�F�1!D�[!�#=�����5��7�B���E�s#I$&�1�&;"����KM��87��*�%�85!L%'��85���1�)�-�)�D�7�1*1${(&�L�7�087�1,'�L(@,�${*1!D;D� ����*j#}!D85�g/�* �D�B`pa����1*1�O]q�
Ã



/'�5/'��*1*1$"�1���Z��85%�85�����n���E��(&�0�'���1�F�1!D�4�1�4�n�&�ius�5�s���.(&��87(G�0* �D���7� ����*C��!&(&��* wO!�#��9�����n���0>!D85$�A�!D�Z����8��1���F��85%�85�����)���1!D�'�f��85�J%b!��9�7�1,.*1�M`chF�o%'��85��� �0/�* ��8PA�!D/�8�(&�0�'���1�F�1!D�k!�#�eJ87�1% ? �* ���-,V(.�i��!�(&��*��N��$@,'�"K&�1��]f�L(��D�����m�0�&%.*1� �0�1��(��L�7�087�1%����1!D��!�#��Z���k�p�)�����1�&;i!�#YIÏ ¼ X5ÐoÊ ¸�ÑSÒ Ð ¸OÑ TPÐ�X0Ê��1�2���0* �D����!�#ceJ87�1% ? �0>Z�5�F$&*1���1���Z��85%�85���s�)�F�1!D�'�^!�#����G�1����/��1���1!D�.>�E�5��� �p�����J�n����!D85$�`ghZ�\���)�Z��;D!D87� ����*c�Z��85�O�BAQ�n�&�)���p�1���Z��85%�85���s�B���1!D�'�J!�#q�����d�Z����!D85$4��85�#}/.�'�0�s!D82 }!D8N%�85�L�5�&�B�L# ¡ ���B�F��;D!D87�1�)�"ÓQX0Y
P

AH]^����85�4Ô��E���\%V!��9���P`l���1�'�0�"�g/.�9�~!�#�n����(&��KM��*1!L%��p�������������O���������185��*1$485!D/.���1���p#³85!D�£�Z���E�-%b!D�1���-!�#fK&�1��]gA�]f��]^�1*1*c/'����n���keJ87�1% ? �o�1���Z��85%�85���s�)�F�1!D�z!�#�*1!D;D� ����*H#}!D85�r/�* �D�r�s!2��!D���1KL�)�Z�o%'��85�r!�#^�n�&�S��!&(���*(��0�'���1���1!D�C`�a@�S�7��!D/�* (\����%��.�D�7�1�����n�.�)�-�1�[�s!)%V!��-�n�&��!D85$�AC��useJ89�1% ? ����!�(&��* w"�E�¯�/'�5�=���4�1���Z��85%�85���s�)�F�1!D�2!�#��N�'87�5�s>n!D87(&��8��9�1;D�&�)��/�85�-�1�4��%�85�)�7���B�L#����)�Z��;D!D85$k!)KM��8=�%b!������PA��D�^�1�^]^�1*1*Q,'�P�0!D�N�g�0*1�B��8�#³85!D�Õ�n�&�g(.�E�7�0/'�9�9�1!D�"�1�{���P�0�F�1!D�'� ¨ ���.("Ã'`
Ö × �C�5Ø�Ù=ÚÕÛ7	�Ü§�o�r	ÝÜÞ�-�gÚ�Û7�

2.1 Possible worlds¤ ��]^�1�n�m!D�n�&��8�eJ89�1% ? �0>Z�5��$�*1�S������������� ���PAc�{eJ87�1% ? �o* ���-,�(&�i��!&(���*q]^�1*1*��1�'�0*1/'(&��4%'��85��� ��*1*1$�>n!D87(&��85�L(�������ß !�#ou�%b!����7�1,.*1�S]q!D85* (��P`xw�hF�'�5�Z�)�D([!�#^�&�)K&�1�&;{�4�����r!�#��*1���p�����s�=!�#j�B�D���G��$�%'�MA���eJ89�1% ? �-* ���-,V(.����!&(���*�]^�1*1*Q�&�)KM�-���9���^!�#c��*1���N�����5�^!�#�B�D�9�k��$�%'�J�)�f�B�D���k%b!����7�1,.*1�d]q!D85* (
w ∈

ßË`�
��&��85��* �B���1!D�'�5���1%S,b���F]q�����o��*1���N�����5�!�#��F$&%'�
σ

�)��]q!D85* (��
w

���.(
w′ ≥ w

�E�=�Z�&�)����KM��85$
a

�
σ

¸ Y
w

�E���D�9�5!&�0� �B�F�)(4]^�1�n��5!D�p�k/.��� _�/��
a′

�
σ

¸ Y
w′ `zhZ�.#I!D85�N��*1*1$�A�/'�9�1�.;i�Z���"�0!D����!D�~�p���s��%���!D8N!�#

≤
�D�85��* �B���1!D�~�1�l�F�1�N�MAc�n���E���N�B���'�N�n�.�B����KM��85$z��*1���p������!�#

σ
�B�
w

]^�1*1*=�0!D���F�1��/��k�s!,'�{������*1���p�����O!�#
σ

�1����KM��85$m%b!����7�1,.*1�
w′ ≥ w

` ¤ �o]f�G��!LKM�"#³85!D�
w

�s!��%b!����7�1,.*1�"#}/.��/�85�o]q!D85* (
w′ A���]q!{�n���1�.;M�����1;D�&���&��%&%'���C�o]f�"����$z�D��_�/��185�k��!D85���*1���p�����s�BA����.(i(.�E�5���1�'�0�d��*1���N�����5���N��$G,b�P�0!D�p��� (&���������'�)(Q`-
��&�)���N���.���&;D�L������$,'�J�0�&%.* ���1�&�)(k,�$o�7��$��1�.;N�n�.�B���D�q�F�1�N�d%�85!D;D85�L�9���)�PA&]q�d����$S,b�P�0!D�p�J��]q��85�J!�#q }!D8�0!D�'�5�585/&�0� ¡ ��!D85����*1���N�����5�-!�#�!D/�8-/.���1KM��87���MAC���&(i]q���N��$\�0!D�N����! ? ��!L]y��!D85�u�%�85!)%'��85���1�)�9wJ!�#���*1���N�����5�P`�hZ��!D/�8����D���MA��n�&�^%�85!)%'��85���1�)��!�#V�1���F��85�)�5�q��85�^�P_�/'�)���1!D�'�PA���&(k�5!N]f�J����$��&�)KM����!D85�J�P_�/'�B���1!D�'�f�1�S#I/.�F/�85��]f!D85* (��B`c���1�'�0�-�p�F$&%'�

σ
����$O,'�����%��F$4�)�J�5!D�p�N]q!D85* (

w
���.(4�Z�����\,'�P�0!D�N�p��!D�&����%���$2�B�

w′ ≥ w
AQ�5!D�N�p��$&%'�)��N��$k,'�-�&�B�1�n�&��8Su�;D*1!D,'��*1*1$&w�����%���$S��!D8^��!D�&����%���$�`

2.2 Applicative structures and predicate logiceJ87�1% ? ��* ���-,V(.�"��!�(&��* �J]^�1*1*�,'��(&�0�'�&�)(i%�85�P�0�E����*1$4/'�7�1�.;"�n�&���5/M,b�9� (.� ��85$4��!D���1!D�!�#c��%&%.*1� ���B���1KM�d�7�585/&�0��/�85�M` ¤±à W ¶ ¼bá X ¸ ¼�¼ Ê ¶ R ¸ Y ¶}â X · YIW�»�R�YI»�W7X
ã ¢

〈
ß
,≤, {Aσ

w}, {
ã ¼�¼ σ,τ

w }, {iσw,w′}〉

©



�0!D�'�7�E�5�5�^!�#
•

�������2ßä!�#gu�%b!����7�1,.*1�-]q!D85* (��7wN%'��85�F� ��*1*1$�>n!D87(&��85�)(",&$
≤

A
•

�N#n�����1*1$
{Aσ

w}
!�#j�����5���1�&(&�0�.�)(k,&$S��$�%'�L�

σ
���.(o]q!D85* (��

w ∈
ßËA

•
�@#³�����1*1$

{
ã ¼M¼ σ,τ

w }
!�#2us��%�%.*1� ���)�F�1!D�~����%b�7w ã ¼�¼ σ,τ

w

�
Aσ→τ

w × Aσ
w → Aτ

w�1�&(&�0�.�)(",&$S%'���187��!�#c�F$&%'�)�
σ, τ

���.("]f!D85* (��
w ∈

ß:A
•

�S#n�����1*1$
{iσw,w′}

!�#pu��587���'�7�1���1!D�{#}/.�'�0���1!D�'�7w
iσw,w′

�
Aσ

w → Aσ
w′

�1�&(&�0�.�)(2,&$�F$&%'�)�
σ

���.("%'���187��!�#c]f!D85* (��
w ≤ w′

�5/M,.¯s�P�0�d�s!k�n���N#I!�*1*1!)]^�1�.;o�0!D�.(.�1���1!D�'�P`�a@�p]��������n�&�N�587���'�9�1�F�1!D�{#³85!D�
Aσ

w

�s!
Aσ

w��!�,b�-�n���-� (&�����F�1��$
  ¶ Ð ¡ iσw,w

�
Aσ

w → Aσ
w

�E�^�Z���-� (&�������1��$�A
���&("!D�n�&��8^�587���'�7�1���1!D�"#I/&�'�0���1!D�'�q�s!O�0!D��%b!����
 5R7T Ñ ¼ ¡ iσw′,w′′ ◦ iσw,w′

¢
iσw,w′′

��*1*
w ≤ w′ ≤ w′′

�5!"�n�&�)�J�n�&��85���E�J�0�.�D�0�Z*1$4!D�&�N����%&%��1�&;k!�#
Aσ

w

�1����!
Aσ

w′

;D�1KM���i#}!D8
w ≤ w′ `ra@���* �5!�85�P_�/��185�-�Z�&�)�^��%�%.*1� ���)�F�1!D�G���.(o�587���'�9�1�F�1!D�2�0!D���r/&�F�-�1�2���&�)��/�87��*Q]q��$

 �U ¸ Y ¡ ∀f ∈ Aσ→τ
w .∀a ∈ Aσ

w.

iτw,w′

  ã ¼�¼ σ,τ
w

 
f, a ¡5¡ ¢ ã ¼M¼ σ,τ

w′

 5 
iσ→τ
w,w′f ¡ ,  

iσw,w′a ¡5¡ ,]^��� �9�"����$o,'�g(.87��]^�

Aσ→τ
w ×Aσ

w Aτ
w

Aσ→τ
w′ ×Aσ

w′ Aτ
w′

6 6

-

-

iσ→τ × iσ iτ

ã ¼�¼ σ,τ
w′

ã ¼�¼ σ,τ
w

���&("]^�1*1*Q,'�g(&�L�7�087�1,'�L(G�1�.#}!D85����*1*1$S,b��*1!)]g`�
����E���0!D��%&*1���F�)�^�Z���g(&�0�'���1���1!D�C`hn#
a ∈ Aσ

w

���&(
w ≤ w′ Af�n�����l]q�2�����|85�B�D(

iσw,w′a ∈ Aσ
w′

�D��u
a

K��1��]q�)(�B�g]q!D85* (
w′ `xw´
�����%�/�85%V!����O!�#q�Z���S��%&%.*1� ���B���1!D�\�N��% ã ¼M¼ σ,τ

w

�E�g�s!4�D���5!��0� �)�Z�O�#}/.�'�0���1!D� ã ¼M¼ σ,τ
w

 
f, · ¡ #³85!D�

Aσ
w

�s!
Aτ

w

]^�1�n�G�B�D���G��*1���N�����
f ∈ Aσ→τ

w

`H���1�'�0�-]q�
®



������K��1��]
f ∈ Aσ→τ

w

�D�c������*1���p�����c�)������$g#}/.��/�85�f]q!D85* (
w′ ≥ w

AD�Z���^��%&%&*1� ���)���1!D��N��%4�)�=]q!D85* (
w′ ��* �7!S�D�9�5!&�0� �B�F�)�d��#}/.�'�0���1!D�G]^�1�n�

iσ→τ
w,w′f

�B�
w′ `q
����r�0!D�.(.�1���1!D�å U ¸ Yµæq�E���1���Z���.(&�)(p�s!�;D�1KM�q��(&��;D85���H!�#b�0!D�&��85���'�0�f�s!d�n���H#}/.�'�0���1!D�'���D���5!��0� �)�Z�L(r]^�1�n�(.��²���85������K&�1��]=��!�#

f
`JÎq�D�9� ����*1*1$�A å U ¸ Yµæ��7��$.�d�Z�&�)�d��#f]f����%�%.*1$

f
�s!k��85;D/.�N�����

a�B�q]f!D85* (
w

A.���&(S�n�&���SK&�1��]��n�&��85�L�5/�*��q�)�f�p* �)�Z��8q]f!D85* (
w′ ≥ w

A&�n�&���S]q�d�������Z����7���p�dKL��*1/��J�D�f]^�����k]f�dK��1��]
f

���.(
a

�D�q��*1���N�����5�f!�#C]f!D85* (
w′ A.���&(o��%�%.*1$

f
�s!

a
�n�&��85�M`eJ87�1% ? �J��%�%.*1� ���)�F�1K��=�5�585/&�0��/�85�)�f�����k��* �7!r,'�J(&�0�'���L(O/'�7�1�.;N���B�F��;D!D85$�>n�n�&��!D85����� ��0!D�'�0��%��s�B`�
��&��/'�5/'��*'(&�0�'���1�F�1!D�N!�#���%&%.*1� ���B���1KM�q�5�585/&�0��/�85�- I��* �5!-����*1*1�)(O� ¼ W7X · YIW�»�R0ÉYI»�W7XMç������S� �'87�3��©.AV���s�M�D©��L� ¡ ����$o,b�r/.�&(&��87�5�s!�!�(G�1�4���&$"����85�Z�)�9� ���{���)�Z��;D!D85$�`q
��&�/'�5/'��*&(&�0�'���1���1!D�p!�#���%�%.*1� ���)�F�1KM�q�5�585/.�0�F/�85�f�E�c�d%'���18

〈{Aσ}, {
ã ¼�¼ σ}〉

AD]^����85�
{Aσ}�E�f�-#³�����1*1$�!�#C�����s�

Aσ �1�.(��0�.�)(O,�$���$�%'�L�H���.(
{
ã ¼M¼ σ}

�E�H�g#³�����1*1$�!�#C��%&%&*1� ���)���1!D�#}/.�'�0���1!D�'� ã ¼M¼ σ,τ �
Aσ→τ ×Aσ → Aτ

�1�&(&�0�.�)(J,&$d%'���187��!�#&��$�%b�)�P`�a@���N��$��1���F��85%�85�����n���3��(&�0�'���1�F�1!D�4u��1�'�9� (&�Pw=�^���B�F��;D!D85$è ,�$k85��;M��87(.�1�.;S�n�&�g]q!D87(�us�����7wO�D�=�N�B�����1�.;zu�!D,.¯s�P�0�^#³85!D� è wo���&(�uF#}/.�'�0���1!D�'w�D���p�B�����1�.;+u���!D85%����E�5�Í#³85!D� è w�`�
���/'�N���l��%&%.*1� ���B���1KM�o�7�585/&�0��/�85�S�1� è �3�N��0!L*1*1�P�0���1!D��!�#^!D,.¯s�P�0�5�
{Cσ}

�1�.(��0�.�)(\,&$\�F$&%'�L�r���.([�4�0!�*1*1�P�0���1!D��!�#^��!D85%����E�5�O�
{
ã ¼M¼ σ,τ}

�1�.(��0�.�)(|,�$m%'���187�
σ, τ

!�#-��$�%b�)�O�5/.���l�n�&�)� ã ¼M¼ σ,τ �.�D���n�&�4(.!D�N���1����&(l�0!&(.!D�N���1�l;D�1KM���l�),b!LKM�M`m
�![(&��87�1KM�"!D/�8O(&�0�'���1���1!D�m!�#JeJ87�1% ? �2��%&%.*1� ���B���1KM��5�585/&�0��/�85�g#³85!D���n���E��;D������87��*�� (&�B��Ab]q�r85��;M��87(i�O%V!������
〈

ß
,≤〉

�D�d�k���)�Z��;D!D85$G�1��n���d/'�5/'��*b]���$2 I�9���J���P�0�F�1!D�OÃ ¡ A&���.(O�0!D�'�7� (&��8H�Z�������B�F��;D!D85$"Ó�X0Y 〈W ,≤〉 !�#�#I/.�'�0��!D87�#I85!D�
〈

ß
,≤〉

�s!G�����s�B`rhZ#H]f��]q!D8 ? !D/.�-]^�&�)� ¸ ¼M¼ Ê ¶ R ¸ Y ¶3â X · YIW�».RPYI»�W7X��N�B���'�J�1�@����B�F��;D!D85$4!�#f�Z���p#}!D85�ÍÓ�X�Y 〈W ,≤〉 A��n�����Ëus�����5�7wS]^�1*1*c,'�N#I/.�'�0��!D87�J���.(+uF#}/.�'�0���1!D�'�7w�&�)�F/�87��*��587���'�s#I!D85�N�)�F�1!D�'�B`���!o]q�r���.(2/�%{]^�1�n�{�0���D�0�n*1$G�n�&�p(&�0�'���1���1!D�4!�#H��%&%.*1� ��>�B���1KM�p�7�585/&�0��/�85�p�5%b��*1*1�)(i!D/.�d�0�.%.*1� �0�1�n*1$4�),b!LKM�M`�a@�N]^�1*1*��7��$2�k*1�1�Z�n*1�N��!D85���B,V!D/&�#}/.�'�0�s!D87�J���&(4�&�)�F/�87��*j�587���'�s#I!D85�N�)���1!D�'�=�1�����P�0�F�1!D�{Ã'çQ�5!D�N�p85��* �)�Z�L(i(&���s���1* ������$,'�-#I!D/&�.(o�1�z�­�&�0!���ª�Ab���P�0�F�1!D�"Ã������.([� ���.�D®.A�Æc������%.*1�ré.`­©N!�#cÇc��85�=h5hZ�Z`hZ�N�E�N!�#I�Z���~�0!D��KM�����1�����g�s!{!D���1�N�n�&�k��%&%.*1� ���B���1!D�[����% ã ¼M¼ , ]^87�1���1�&;
fx

#}!D8ã ¼M¼ σ,τ
w

 
f, x ¡ ]^�����"�n���3��(.!M�L�^��!D�=�9�����Õ�0!D�.#I/'�7�1�.;'`hZ�S�E��85��* �)�F�1KM��*1$z�B�D�5$m�s![/'�9�2eJ89�1% ? �2��%�%.*1� ���)�F�1K��"�7�585/&�0��/�85�)���s!@�1���Z��85%�85���o�%�85�)(.� ���)�Z�r*1!D;D� �r]^�1�n�{_�/'���������b���)�F�1!D�G!LKM��8���*1*��F$&%'�)�B` ¤ ,�87�1�0#H(.�3�7�0/'�9�9�1!D�G!�#�*1!D;D� ��B�^�n���3�^%b!D�1���=]^�1*1*C��� ? �J�1�^�B�D�7�1��8^�s!���!D���1KL�)�Z�-�n�&��#}/�85�Z����8=�0!D�.(.�1�F�1!D�'���&���)(&�L("��!(��0�'�&�-eJ87�1% ? �-* ���-,�(&�O��!�(&��* �P`ja@�g]^�1*1*Q/'�����Z���-��!D�s�B���1!D�

w‖−φ
�
η
�

#}!D8p#}!D85�r/�* �
φ

��!�* (.�1�.;i�)�N]f!D85* (
w

85��* �)�F�1KM�S��!\K���87� �),&*1�"�D�9�9�1;D���p�����k }���&K��185!D�.>�p����� ¡ η A����.("*1��� ã
‖−φ

�N�B���
w‖−φ

�
η
�C#I!D8���KM��85$S]q!D85* (

w
���.("����K&�185!D���p�����

η
`

�



Æ�_�/'�)���1!D�'�^,'����]f�����G�0�.%�85�)���7�1!D�'��]^�1�n�&!D/.�
λ

��85�r�B�D�7�1*1$k�1���F��85%�85���Z�)(QA����.("]f�-]^�1*1*�9���g�&!L]+��!S�1���Z��85%�85���d�P_�/'�)���1!D�'�^,'����]f�����G��$�%b�)(G* ���-,�(&�S�Z��85�O���1�2�n�&�g���0�.�=���P��>�F�1!D�C`dhn#�]q�r�s� ? �g�P_�/'�B���1!D�'�=�D���B�s!D��� �J#I!D85�g/�* �D�PAV�n�&���{�0!D��¯s/&�'�0���1!D�CAb(.�3�I¯�/.�'�0���1!D����&("�0�.�E�5�F������� ��*C_�/'�����F���b���)�F�1!D�G��85�g�5�587���1;D�&�s#I!D85]q��87(Q`j�'!D8^�0������%.*1�MA
w‖−φ ∧ ψ

�
η
�[��²

w‖−φ
�
η
�j���&(

w‖−ψ
�
η
�
.

ê=��;M�)�F�1!D�[�3�g�1���F��85%�85���Z�L(�,&${�s� ? �1�&;
¬φ ≡ φ ⊃ ⊥

A�]^����85�O,&$\(��0�'���1���1!D�
⊥

�E�p�#}!D85�g/�* �g�n�&�)�H(.!M�L����!D���&!�* (O�)�H����$
w

` ¤ �H�1�oeJ87�1% ? �=�9����������� ���c!�#Q%�85!)%V!��7�1���1!D�&��*!D8S�'87�5�s>n!D87(&��8o*1!D;D� �DA��1��%&*1� ���)���1!D�����&(�_�/'�����F���b���)���1!D�|�N� ? �2/'�9�{!�#g�n�&�4%'��85��� ��*!D87(���89�1�&;S!�#�]q!D85* (��P`c�'!D8^�0������%&*1�MA
w‖−φ ⊃ ψ

�
η
����²

∀w′ ≥ w. w′‖−φ
�
η
���1��%&*1�1�L�

w′‖−ψ
�
η
�
.

�'!D8��n���3�H�s!r��� ? �=�����'�9�MAM]f�d�g/'�5�H,b�d�),&*1����!r85��;M��87(S���&$NK���87� �),.*1�d�D�9�9�1;D���p�������B�
w

�D�j�^K���87� �B,.*1�q�D�9�7�1;D���N�����C�)�
w′ ≥ w

A��^�F�P�9����� ����*�(&���s���1*M]q��]^�1*1*��D(�(.85�L�9�C,b��*1!)]g`a@�q]^�1*1*.�1*1*1/'�5�587�)�Z���n�&���1���F��85%�85�����)�F�1!D��!�#V_�/'���������b���)�F�1!D�N,�$-�0������%.*1��,'��*1!)]g`j�2!D85��1�.#}!D85���B���1!D�"�B,V!D/&���n���3�^�1���F��85%�85�����)�F�1!D�"!�#j%�85�)(.� ���)�Z�J*1!D;D� ���1�{ÓQX0Y 〈W ,≤〉 A&]^��� �9�k�E��������185��*1$k�5�s���.(&��87(QA�����$o,'�J#I!D/.�&(k�1���­�&�0!���ª�A����.�D®��Z`

2.3 Extensionality and combinators¤ �0* �D�9�9� ����*-��%�%.*1� ���)�F�1KM�i�5�585/.�0�F/�85�\����$|#n���1*J��!l,b�[�z��!&(&��*J#}!D8"��]f!~85�B�D�5!D�'�BA���&(��n���L�9�S85�B�D�5!D�'�r��%&%.*1$\��!ieJ87�1% ? �S��%&%.*1� ���B���1KM���5�585/.�0�F/�85�L�r�D�p]f��*1*n`G
��&���'87�5�%b!����7�1,��1*1�1��$z�E�O�n�&�)��]q�G�N��$z��!D�O�&�)KM�k����!D/�;D�l��*1���p�����5�P`|�'!D8��0������%.*1�MA
σ→σ���1;D���j,'�q����%��F$�A)��� ? �1�.;��1�j�1��%b!��9�7�1,.*1�q�s!�;D�1KM�f�p�B�����1�.;��s!��n�&�f� (&�����F�1��$�#}/.�'�0���1!D�

λx
�
σ.x

`�
��&�g�9�P�0!D�.("%�85!D,.*1�����E���n�&�)����%&%.*1� ���B���1!D�"�N��$"��!D�=,'�r�0�&�F���'�7�1!D�.��*nA��n` �M`A']q�g�N��$k�.�BKM�-��]q!O(.�E�5���1�'�0�=��*1���p�����5�=!�#c#}/.�'�0���1!D�&��*Q��$&%'�-]^��� �9�4�&�)KM�J�n�&�r�7���N�#}/.�'�0���1!D�&��*�,'���.�BK&�1!D8P`"Äf!D�'���P_�/������n*1$�AC�n���S�p�B�����1�.;2!�#^�2* ���-,�(.�2�Z��85�
λx

�
σ.M�N��$k��!D�^,'�g(&���Z��85���1�&�)(G/.��� _�/���*1$�`
����o/'�5/'��*H�5�s�)�Z���N�����g!�#^�0�.�Z���'�7�1!D�.��*1�1��${�E�r�n�.�B�

f
¢
g

]^�&���&��KM��8
fx

¢
gx#}!D8���*1*

x
!�#��n�&�G��%�%�85!L%�87� �)�Z�"�F$&%'�M`[hF�leJ87�1% ? �"��%�%.*1� ���)�F�1K��o�5�585/.�0�F/�85�L�PAc]q�k��85��0!D�'�0��87���L(@��!D�-!D��*1$4]^�1�Z�@�n����,b���.�BK&�1!D8J!�#f��*1���N�����5�

f, g ∈ Aσ→τ
w

�D��#}/.�'�0���1!D�'�#I85!D�
Aσ

w

�s!
Aτ

w

A�,�/.�"��* �5!l�D�k#}/.�'�0���1!D�'�O#³85!D�
Aσ

w′

�s!
Aτ

w′

#I!D8k��*1*
w′ ≥ w

`
�����85�0#I!D85�MA.]f�J�g/'�7���5%'�P�0��#I$O�n�.�B��#I!D8=��*1*
f, g ∈ Aσ→τ

w

A
f

¢
g

]^�&������K���8
∀w′ ≥ w.∀a ∈ Aσ

w′ .
 
iσ→τ
w,w′f ¡ a ¢± 

iσ→τ
w,w′ g ¡ a.


����E�p�����z,'�"�7��� ([�2*1�1�F�n*1�S��!D85�"�7�1��%.*1$\,&$\��%&%'�B��*1�1�.;{��!{�n�&�S�1���F��85%�85�����)���1!D��!�#%�85�)(.� ���)�Z�O*1!D;D� ��(&�)�9�087�1,'�)(��B,V!)KM�M`S��%b�P�0���b����*1*1$�AC]q��]^�1*1*��7��$i�n�&�)�g�GeJ87�1% ? �O��%.>
�



%&*1� ���)���1KM���7�585/&�0��/�85� ã �E�pX7ëDYZX�U ·�¶ T�U ¸ Ê���#
 7X5ëDY ¡ ã

‖−
 
∀x

�
σ. f x

¢
g x ¡ ⊃ f

¢
g

]^����85�"�n�&�oK���87� �),.*1�)�
f

���.(
g

�.�BK��O�F$&%'�
σ→τ

`| }a@�o]^�1*1*�(.�E�7�0/'���p�i�5$&���s�D�0�F� ��p�P���&�����3�5��#I!D8��7%'�P�0��#}$&�1�.;S�n�&�N�F$&%'�)��!�#�#³85���NKL��89� �B,.*1�)���1�i�n�&�p�&�0�&�J���P�0�F�1!D�C` ¡ hF��E�-�S85!D/.���1��������* �0/�* �)�F�1!D�i�s!k�����p�Z�&�)�� 7X7ëDY ¡ �3�J�P_�/��1K���*1�������s!o�n�&�N��!D85�N��* �),b!D87�)�Z��5���)�Z���N�����=�),b!LKM��]^�1�n�2�0�.%.*1� �0�1��_�/'���������b���)�F�1!D�"!LKM��8�%b!����7�1,.*1�-]f!D85* (��B`
�����85�[��85�\��]f!l�0!D����!D�+]���$&�k!�#��5%'�P�0��#I$��1�.;m�n�&�)�G�~�0* �D�9�7� ����*-��%&%.*1� ���B���1KM��5�585/&�0��/�85���&�D�q����!D/�;D�"��*1���p�����5�f�s!N�1���F��85%�85���^��KM��85$O* ���-,V(.���F��85�2`�
����SX�U âB¶ W5T�U'É
Ñ X0UbY Ñ TPÐ�X�Ê�R9T�UVÐ ¶ Y ¶ TDU2/'�9�L���n�&�-�1�&(�/&�0���1KM��(��0�'���1���1!D�"!�#��n�&�J�p�)�����1�&;M��!�#j�Z��85�O�PA]^���1*1�d�n�&��R7T ÑSÒ�¶ U ¸ YnT�W�Ï Ñ TPÐ�X�ÊCR7T�UVÐ ¶ Y ¶ T�U"/'�9�L�H�P_�/'�B���1!D�.��*1*1$�>Z(&�0�'�&�)(���*1���N�����5�

K���&(
S

����*1*1�)("�0!D�-,��1�&�)�s!D87�- I�9����� Î���89�LÃ'A.Äf�.��%��Z��8=©)�Q!D8J� �2��$.� ¨ � ¡ `����1�'�0�J�n�&�d��]f!��85�r�P_�/��1KL��*1�����p 3#}!D8�,b!D�n�ieJ87�1% ? �r���.(2�0* �D�9�9� ����*C��%�%.*1� ���)�F�1K��J�7�585/&�0��/�85�)� ¡ A']f�g]^�1*1*(��0�'�&�J��!�(&��* �^/'�9�1�&;O�0!D�-,��1�.�)��!D87�B`�'!D8�eJ87�1% ? �^��%&%.*1� ���B���1KM�f�7�585/&�0��/�85�)�PA��Z���^(&�)�7�089�1%��F�1!D��!�#
K

���&(
S

�3���7�1��%.*1���'�)(,�$G�1���585!�(�/&�0�1�.;S�Z���p��!D�F�1!D�{!�#�;D*1!D,'��*���*1���N�����P` ¤ ¹ Ê1T Ò5¸ Ê�X0Ê1X Ñ X�UVY
a

�
σ

!�# ã �3�d��N��%&%��1�.;
w 7→ aw

#³85!D�Õ]f!D85* (��q�s!���*1���N�����5���5/&���k�n�&�)�
aw ∈ Aσ

w

���.(QA�]^�&���&��KM��8
w ≤ w′ A�]q���.�)KM�

iσw,w′aw

¢
aw′

`HÄf!D�'�5�s�������5$&�-,b!�* �H�1�"*1!D;D� ����*V#}!D85�r/�* �D�f(&����!D�Z�;D*1!D,'��*M��*1���p�����5�PçB]q���1���Z��85%�85�������0!D�'�5�������
a

�
σ

�)�C]q!D85* (
w

�D�
aw ∈ Aσ

w

` ¤ eJ87�1% ? ���%�%.*1� ���)�F�1KM���5�585/.�0��/�85� ã º ¸L· R7T ÑSÒ�¶ U ¸ YnT�W · ��#5AC#I!D8r���&${��$�%b�)�
ρ, σ, τ

�n�&��85�S�0�.�E�5�;D*1!D,'��*H��*1���N�����5�
K

���.(
S

!�#^��$�%'�L�
σ→τ→σ

���.(� 
ρ→σ→τ ¡ →  

ρ→σ ¡ →ρ→τ�5/&���"�n�.�B�
 
K ¡ ã

‖−K x y
¢
x

 
S ¡ ã

‖−S x y z
¢
x z

 
y z ¡ .]^����85�p]f�r�D���5/.�p�JK���87� �),&*1�L�

x, y, z
��85�p;D�1KM���G�n�&�r��%�%�85!L%�87� �)�Z�p�F$&%'�)�BA��M` ;'`CA

x
�
σ���&(

y
�
τ

�1�l 
K ¡ `�hF�i��!D85�O(&���s���1*nA� 

K ¡ �p�B���'���n�.�)�J#}!D8J��KM��85${]f!D85* (
w

���.(\��*1*u�*1!�����* wG��*1���N�����5�
a ∈ Aσ

w, b ∈ Aτ
w

AQ]q���&�)KM�
w‖−Kw a b

¢
a

`SÄf!D�&(.�1���1!D�| 
S ¡�N��$k,'�g�5%'��*1*1�L("!D/.�=�7�1���1* ��85*1$�`a@�r(&�0�'���-� à W ¶ ¼bá XgÊ ¸�ÑSÒ Ð ¸SÑ TPÐ�X�Êj�s!�,'�g�OeJ87�1% ? �g��%�%.*1� ���)�F�1KM���5�585/.�0�F/�85� ã

]^��� �9�"�E�^�0�.�Z���'�9�1!D�&��*C���.("�.�D�^�0!D�-,��1�&�)�s!D87�P`
ì í ÚH��ÜÞ�jî�ï[ð-�N	��.�7� � �:	 � � �&� �.Ú���ØN��Új�&	H�&�9� �

3.1 Syntax¤ �c/'�5/'��*&�1�p��$&%'�)(p* ���-,V(.�J����* �0/�*1/'�PA�]q�f]^�1*1*&,'���1���F��85�)�5�F�)(��1�N�P_�/'�)���1!D�'��,'����]q������Z��85�O�O!�#��n�&�2�7���p�"��$�%b�MA�,�/.����!D�S�0!D�'�0��87�&�)(~]^�1�n���P_�/'�)�F�1!D�'�N,'����]q�����l�F$&%'�)�B`
é



���1�'�0�i]q�i]^�E�5�6�s!m��*1*1!L]Þ����%��F$l��$�%b�)�PA�]f�i]^�1*1*J,'�\�0�&%.*1� �0�1�"�B,V!D/&�k�n�&�\�F$&%'�)��D�9�7�1;D�&�)(2��!SKL��87� �),.*1�)�N I�9���S� �{�4�i�.�M��� ¡ `�Äf!D�'���P_�/������n*1$�A.�F��85�O�d���.("�n�&�B�18d�F$&%'�)���85�f(&�0�'���L(g/'�9�1�&;d�n�&�f�5/M,V�7� (.� ��85$J��!D�F�1!D�p!�#��F$&%'�f�D���7�1;D���N�����P` ¤ YIÏ ¼ X ¸L·9·�¶�¹ U Ñ X0UbYñ{�3�f�g�'���1�Z�d�����H!�#�#I!D85�g/�* �D�
x

�
τ

A�]^�1�Z�S��!
x

!����0/�8589�1�&;N��]^� �0�=�1�oñ�`�
��&�^#I!D85�g/�* �
x

�
τ

�N��$G,'�N85�B�D(+u��n�&�pK���87� �),.*1�
x

�&�D�d��$�%'�
τ

`xwva@�p]^89�1�Z��ñ
, x

�
σ

#}!D8��n�&�p��$&%'��D�9�7�1;D���N����� ñ
, x

�
σ

¢+ñ
∪ {x

�
σ},]^����85�MA��1�@]^87�1�F�1�.;G�n���3�PAC]q�O�D�9�5/.�N�p�Z�&�)�

x
(.!M�L�g��!D�g��%&%'�B��8-�1��ñ�`�
���85�O�-]^�1*1*,'�g]^87�1�F�Z���2�1�2�Z���J#I!D85��ñ

. M
�
τ

A�]^��� �9�"����$o,b�g85�B�D(QA�u
M

�&�D�=�F$&%'�
τ

85��* �B���1KM���!Nñ�`xw[���1�'�0��!L%'���S�F��85�O�H����$O(&�0�'���ku�%'��85�F� ��*nAxwr!D8Nu���!D�.;D*1!D,'��*b��*1���N�����5�PAxwr�n����85��N��${,'�O�5!D�N���0!D�.#I/'�7�1!D�@�),b!D/.�J]^�&�)�J�1�-�p�)���'�J��!"/'�����"KL��87� �),.*1�M`phF�@�0!D���587�D�5���!N�n�&�d*1!D;D� �d!�#�%'��85��� ��*V��*1���N�����5�f!�#q� �'!D/V�D�P�ZA�#I!D8f�0������%.*1�MA���*1*�!�#�!D/�8q�0�&%�85�L�9�7�1!D�'�]^�1*1*��&�)KM���0�.�E�5�Z�����F� ��*H�1��%b!D85�P`oa��&���[]f��]^89�1�Z�
x

�
σ

�1���G��$�%b�O�D�9�7�1;D���N�����PA�]f��p�B���4�n�&�)�
x

�E�d(&�0�'���L(QA�!D8Su��0�&�3�5�5�PAxw����&("�.�D�^��$�%b�
σ

`H
��&�r�5$&�-,b!�*�u
.
wS�D�0�5�=�D��1��%&*1� ���)���1!D�S]^�1�n�"85�)�7%'�P�0�f�s!N�0�&�3�5�Z���'�0�MA&�5!N�n�&�)�

x
�
σ .M

�
τ

�7��$.�PA�uF#I!D8���*1*
w

A���#
x(�����!D�F�)�q���O��*1���N�����H!�#Q��$�%b�

σ
�B�H]f!D85* (

w
A��Z�����

M
�E�f(&�0�'���L(O�B�

w
���.(O(&����!D�Z�L����G��*1���p�����^!�#j��$�%b�

τ
`xw
����-]q��*1*�>n��$�%'�L("�Z��85�O�=��85�g(&�0�'�&�)(G�D�q#I!�*1*1!)]=�P`

  â)¸ W ¡ x
�
τ . x

�
τ

 
→ E ¡

ñ
. M

�
σ→τ,

ñ
. N

�
σñ

. MN
�
τ

 
→ I ¡

ñ
, x

�
σ . M

�
τñ

. λx
�
σ.M

�
σ→τ

  ¸ ÐMÐ â)¸ W ¡
ñ
. M

�
τñ

, x
�
σ . M

�
τ¤ �G�B�D�5$S�1�&(�/&�0���1!D�"�5��!L]=�q�n�.�B�q��#jñ

.M
�
σ

�E��]q��*1*�>n��$�%'�L(QA&�n�����Gñ@�r/'�5���p�����F�1!D���KM��85$O#³85���-K���87� �B,.*1�-!�#
M

`hZ�d�E���0!D��KM�����1�������s!S!D���1�d�n�&�r����%���$k��$&%'�p�D���7�1;D���N�����=]^�&���4]^87�1���1�.;o�0*1!����)(�Z��85�O�P`�hF�\�D(�(.�1���1!D�CAC�9�1�'�0�N�Z������$�%b�p!�#^�"�0*1!��9�L(\�Z��85�t�E�J/.��� _�/���*1${(&���Z��85���1�&�)(QA]f���5!D�N���F�1�N�)�d!D���1�-�n�&���F$&%'���D�J]f��*1*n`p�'!D8J�0�.����%.*1�MA��1�J�E�-�0!D�&KM�����1�������s!"]^87�1�Z�
λx

�
σ.x

�1�'�5�Z�B�D("!�#
∅ . λx

�
σ.x

�
σ→σ

`a��1�n�G��$&%'�d�D���7�1;D���N�����5�f�D�q%'��85��!�#��n�&�J�5$������D�0��� ��#I!D85�g/�* �)�F�1!D�k!�#��Z��85�O�BA��1�q�E��&�)�F/�87��*Q�s!�]^87�1�F�g�P_�/'�)���1!D�'���1�G�n���J#I!D85�
ñ
. M

¢
N

�
τ

� ª



]^����85�p]f�r�D���5/.�p�-�Z�&�)��ñ
. M

�
τ

���&(2ñ
. N

�
τ

��85�r,V!D�n�4]q��*1*�>n��$�%'�L(Q`^�'!D8=��$&%b!�>;D87��%���� ����*Q85�B�D�5!D�'�PA.�1�=�3�=�5!D�N���F�1�N�)���&��*1%.#}/�*��s!�*1�B�)KM�J!�²@�n���-��$&%'�)�^!�#c�n�&�-�Z��85�O�PA]^87�1�F�1�.;Oñ
. M

¢
N

�1�'�5�Z�B�D("!�#�ñ
. M

¢
N

�
τ

`ca@�-]^�1*1*Q]^89�1�Z�o�
N/x

�
M

#I!D8q�Z���85�)�5/�*���!�#��5/�,b�5���1�F/.���1�&;
N

#I!D8^#³85���r!����0/�8585���'�0�p!�#
x

�1�
M

`^hF�4(&�0�'���1�.;{�
N/x

�
M

A]f�2�r/'�5�O,'�4����85�0#I/�*=�s![85���.���p�G,V!D/.�&(lK���87� �),.*1�)�O�1�
M

�s!��)KM!D� (~����%��F/�85�MA��D�/'�5/'��*n`a@�d�.�)KM�^�n�&�d/'�5/'��*��L�&�1!D�O��#}!D8f85���&�����1�.;N,b!D/.�.(OK���87� �B,.*1�L�PA���K���*1/'�)�F�1�.;-#I/.�'��>�F�1!D�2��%&%.*1� ���B���1!D�o,&$o�7/M,b�5���1�F/.���1!D�CA.���&(k�P_�/'�B���1�.;N�0�.�Z���'�9�1!D�&��*1*1$o�P_�/'��*�#I/.�'�0�F�1!D�'�B`
 
α ¡ ñ

. λx
�
σ.M

¢
λy

�
σ

�
y/x

�
M, òfor y 6∈ FV

 
M ¡

 
β ¡ ñ

.
 
λx

�
σ.M ¡ N ¢±�

N/x
�
M 

η ¡ ñ
. λx

�
σ.Mx

¢
M, òfor x 6∈ FV

 
M ¡a@�g��* �5!������L(G��85�0�'�0�&�1K&�1��$S�L�&�1!D�

 �W5X}ó ¡ ñ
. M

¢
M

�
σ

���&(6����KM��87��*J�1�.#}��85���'�0�\85/�*1�)�B`´
��&�\�N���1�+�1�.#I��85���'�0�@85/�*1�)�G��85�[�7$����N���585$����.(�587���'�7�1���1K��1��$
  · Ï Ñ ¡

ñ
. M

¢
N

�
σñ

. N
¢
M

�
σ

 sYIW ¸ U · ¡
ñ
. M

¢
N

�
σ,

ñ
. N

¢
P

�
σñ

. M
¢
P

�
σ�D�^]f��*1*Q�D�=�0!D�.;D85/����'�0�-]^�1�n�G85�L�5%'�P�0�=�s!O��%&%.*1� ���B���1!D�k���.("* ���-,V(.���),b�5�587�D�0���1!D�

 5R7T�U ¹ ¡
ñ
. M1

¢
M2

�
σ→τ,

ñ
. N1

¢
N2

�
σñ

. M1N1

¢
M2N2

�
τ

 
ξ ¡

ñ
, x

�
σ .M

¢
N

�
τñ

. λx
�
σ.M

¢
λx

�
σ.N

�
σ→τ

.

���1�'�0����$&%'�-�D�9�7�1;D���N�����5�q��85�J�0�&%.*1� �0�1�n*1$O�1�'�0*1/'(&�L(o�1�"�P_�/'�B���1!D�'�PA�]f�J��* �5!N�����L(k�n���85/�*1�
  ¸ ÐMÐ â)¸ W ¡

ñ
. M

¢
N

�
σñ

, x
�
τ . M

¢
N

�
σ


����E�r*1���5�p/'�p�D(�(z�D(�(.�1�F�1!D�.��*H��$&%��1�&;4��$&%b!D�n�&�)���)�r�s!4�P_�/'�B���1!D�'�P`"a@�S]^89�1�Z�
E `ñ

. M
¢
N

�
σ

��#j�n�&�-�P_�/'�B���1!D�Gñ
. M

¢
N

�
σ

�3�^%�85!)K��),&*1��#³85!D���n�&�-�P_�/'�B���1!D�'��1�
E

`
�D�



¤ /'���0#}/�*V#n�D�0�^�B,V!D/&����$�%��1�.;����&(k�P_�/'�B���1!D�.��*V85�B�D�7!D���1�&;��E���Z�&�)�f��#cñ
.M

�
σ

�E�]f��*1*�>n��$�%b�)(QA.���&(
M β, η

>n85�L(�/.�0�)�^�s!
N

A.�Z�����2ñ
. N

�
σ

�E�^��* �5!�]f��*1*�>n��$&%'�)(Q`�
��&��0!D��KM��87���J#n���1* �PA'�&!L]f��KM��8PA��9�1�'�0�g]^�&���
M β, η

>n85�L(�/.�0�)���s!
N

A'�n�&�g�Z��85�
M

�N��$�&�)KM����!D85�-#³85���-KL��87� �),.*1�)�P`c
��&��85�0#}!D85�MA�ñ
. N

�
σ

(.!M�L�=��!D�^�1��%.*1$oñ
. M

�
σ

`
�!r����%��&�D�9�1���^�n���=(.��²���85���'�0�=,'����]q������!D/�8�%�85!�!�#C�5$.�5�Z���ô���.(��n�&�^%�85!�!�#Q85/�*1�)��n�&�)�r��%&%.*1$4]^�&���[�F$&%'�L�g��85�O�D�9�5/.�N�)(\��!D�-����%���$�AQ�1�g�3�-]f!D85�Z�[�p�����F�1!D���1�.;G�n�.�)�]f�g(.!GUVTMYV�.�)KM�d�Z���-85/�*1�
 �UVT�U�X Ñ ¼ YIÏ ¡

ñ
, x

�
σ .M

¢
N

�
τñ

. M
¢
N

�
τ

x 6∈ FV
 
M,N ¡

�7�1�'�0�-�n���E�=�1�.#}��85���'�0�-�E���5!D/.�&(k!D��*1$k��#��n�&��85�g�0�.�E�5�5�^��;D*1!D,'��*Q��*1���p�����^!�#���$�%b�
σ

`hZ�H�E���1���F��85�)�5���1�.;r�s!-!D,b����85KM�^�n�.�B��]q�=�.�BK��q�geJ89�1% ? �0>n*1� ? �=�5�585/.�0�F/�85��]^�1�n���1�S�n����5$������L�{!�#f�Z��85�O�J!D8J�P_�/'�B���1!D�'�P`-a@������$2�n���1� ? !�#q�k��$�%'���D���7�1;D���N�����Jñ|�D���n���u�%b!����7�1,.*1�p]q!D85* (�wO�1�i]^��� ���2�n�&�pK���87� �),&*1�L�d��%&%'�B��89�1�&;o�1�iñ°u��0�.�E�5�PAxwo�1�4�n�&���9���'���!�#�� �b!D/V�D�P�ZAD!D8pus��85��(&�0�'�&�)(Q`xw{a@�=�N��$N�n�&����85�B�D(Oñ
.M

�
σ

�D���7��$&�1�&;'ACu
M

�0�.�E�5�5����&(z�&�D�p��$�%'�
σ

�)�p]q!D85* (mñ�`xwÞ
����o�&�)�F/�87��*f!D87(&��87�1�.;i!D�m��$�%'�k�D�9�9�1;D���p�����s�r�E��0!D���s���1���p�����PA����.(\85/�*1� å ¸ ÐMÐ â)¸ WFæo���'�5/�85�L�-�n�.�B�g��#
M

�E�r(&�0�'�&�)([���.(@�.�D�-��$�%'�
σ

�)��]f!D85* (lñHA��n�&���
M

us�0!D���F�1�M/��L�7w\�s!\,'�2�\�Z��85�õ!�#��F$&%'�
σ

�B����KM��85$z]f!D85* (ñ ′ ≥
ñ�`[a@�k�����l��* �5!i�1�'�0!D85%b!D87�)�Z�"�P_�/'�B���1!D�'�PAc���&(z85�B�D(~ñ

. M
¢
N

�
τ

�D�PAu
M

���.(
N

(��0�'�&�J�n�&�J�9���p����*1���p������!�#���$�%'�
τ

�B��]q!D85* (oñH`xw����1�'�0�-��!D85���F��85�O�������,'�4(&�0�'�&�)(l]^�&���|]q�2�.�BKM�G��!D85�4KL��87� �),.*1�)�PAq�1�O�3�S�0*1�B��8o�n�&�)�S���&$mñ ′ ≥
ñ]^�1*1*q�.�)KM�o�)�p*1�)�D�5���n���k��*1���N�����5�N!�#dñ�`@a��&�)���E�N%'��85�&��%V��*1�)�9�N!D,&K��1!D/'�p�E���n�.�)�]^�1�n�+85�)�5%b�P�0�G��!l�0��85�s���1�6* ���-,V(.�l�n�&��!D87�1�)�BA�]q�\�N��$��&�)KM�4��!D85�@�P_�/'�)�F�1!D�'�k�B�ñ ′ ≥

ñH`f
�!���� ? �g�O�7�1��%.*1�g�0������%.*1�MA'�5/�%&%b!����-]f�r�&�)KM�-�O�0!D�'�5�s�����
c
�
σ→σ

AV���.(*1���
E

,'�o�n�&�S�7�1�.;D*1�O�P_�/'�B���1!D�
{λx

�
τ.c

¢
λx

�
τ.λy

�
σ.y}

` ¤ �g]q!D85* ([ñv¢
∅

Aj]q���������!D�p%�85!LKM�
c

¢
λy

�
σ.y

#³85!D�
E

`~ I
����E�p�E�N��!��5�p�B�D�7�1*1$[(&����!D�'�5�587�)�Z�L(�,&$@��9����������� �"��85;D/&�N�����PAq�D���1�v���P�0���1!D��®.` Ã'` ¡ <�!)]q��KM��8PAH�1���E�O�B�D�7$��s!������k�Z�&�)�O�B�]f!D85* (zñ ′ ¢
{z

�
τ} ≥

ñ�Aj]f�O�.�)KM�
E `

ñ ′ . c
¢
λy

�
σ.y

`G
��M/'�p�n���S%�85!)%'��85���1�)�!�#��n�&�d�587���'�9�1�F�1!D�o#}/.�'�0���1!D�'�
iσw,w′

��85��]q��*1*�>n��!D�F�1K��B�F�)(S,�$O%�85!L%'��85���1�)�f!�#��n�&�d%�85!�!�#�5$&�7�Z���°#I!D8���$�%'�L(�* ���-,V(.�p����* �0/�*1/'�P`�a@��]^�1*1*b/'���^�F$&%'���D���7�1;D���N�����5���D�ru�%V!��9�9�1,&*1�]f!D85* (��7wN�1�2%�85!LK&�1�&;N�n�&�g�0!D��%.*1���Z���&�)�9�=�n����!D85���2`

3.2 Environments and meanings of terms¤ �~X0U âP¶ WsT�U Ñ X0UbY
η

#I!D8��OeJ89�1% ? �r��%&%&*1� ���)���1KM�-�5�585/&�0��/�85� ã �E�d�O%'��85�F� ��*C����%&%��1�&;#I85!D�ÕK���87� �),.*1�)�=���.("]f!D85* (����s!���*1���N�����5��!�# ã �5/.�9�"�n�.�B�
 7X�U â ¡ hZ#

ηxw ∈ Aσ
w

���&(
w′ ≥ w,

�n�&���
ηxw′ ¢

iσw,w′

 
ηxw ¡ .

�P¨



hZ���F/��1���1KM��*1$�Aj���z���&K&�185!D���p�����
η

����%b���4K���87� �),.*1�
x

�s!\�6u�%'��85��� ��*q��*1���p�����7w
ηx]^��� �9�g����$J�0�&�3�5�q }!D8�,'�f(&�0�'�&�)( ¡ �)���5!D�N��]q!D85* (��PAB,�/.�C��!D�����P�0�L�9�7��89�1*1$J��*1*�]f!D85* (��B`���1�'�0�=�-�F$&%'������$r,'�=����%���$p�)��!D�&�q]q!D85* (����.(��n��������!D�&����%��F$p* �B�F��8PAM]q�������L(���!�&�)KM�����&K��185!D���N�����5���5/&���g�n�.�)�

ηxw
�E��/.�.(&�0�'���L(r�)���5!D�N�

w
AL���.(g�Z�����\u�,'�P�0!D�p�L�7w(��0�'�&�)(~�)���{* �)�Z��8

w′ ≥ w
`[a@�"]^�1*1*�85����/�87�~��!\�n���3��%b!D�1���O�L#I�Z��8�(&�0�'���1�.;{�Z����p�B�����1�.;M��!�#c�Z��85�O�P`hn#

η
�E�d���4���&K��185!D���N�����d���&(

a ∈ Aσ
w

A']q�g]^87�1�F�
η

�
a/x

�j#I!D8��n�&�g���&K��185!D���N������ (������F� ����*��s!
η

!D�GKL��87� �),.*1�)��!D�n�&��8=�n�.���
x

A����.("]^�1�n�
 
η

�
a/x

� ¡ xw′ ¢
iσw,w′a

#}!D8=��*1*
w′ ≥ w

`�a@�-�s� ? �� 
η

�
a/x

� ¡ xw′ �s!�,'�-/.�&(&�0�'�&�)(o#I!D8
w′ ��!D�

≥ w
`hn#

η
�3�f���k����K&�185!D���N������#I!D8f��%&%.*1� ���B���1KM�=�5�585/.�0�F/�85� ã A����&(oñ{�3�q�r�F$&%'���D�9�7�1;D�.>�p�����PA.]f�g�7��$

w
·0¸ Y ¶E·}ö X · ñ ¸ Y

η
A']^87�1�Z�F���

w‖−
ño�
η
����#

ηxw ∈ Aσ
w

#}!D8=��*1*
x

�
σ ∈

ñ
.

ê=!D�Z�r�n�&�)�^��#
w‖−

ño�
η
�����.(

w′ ≥ w
A��n�&���

w′‖−
ñS�
η
�Z`�'!D8j����$geJ87�1% ? �H��!�(&��* ã ���&(r����K&�185!D���p�����

w‖−
ñS�
η
�ZA�]f�q(��0�'�&�H�Z���f�p�B�����1�.;� � ñ

. M
�
σ

� �
ηw

!�#c�Z��85��ñ
. M

�
σ

�1�"����K&�185!D���p�����
η

�)�^]f!D85* (
w

,&$S�1�.(�/.�0���1!D�o!D��n���g�7�585/&�0��/�85�J!�#j�F��85�O�P`
� � ñ
. x

�
σ

� �
ηw

¢
ηxw� � ñ

. MN
�
τ
� �
ηw

¢ã ¼M¼ σ,τ
w

 5� � ñ
. M

�
σ→τ

� �
ηw ¡  5� � ñ

. N
�
σ

� �
ηw ¡� � ñ

. λx
�
σ.M

�
σ→τ

� �
ηw

¢��n�&�-/&��� _�/��
d ∈ Aσ→τ

w�7/&���o�Z�&�)��#}!D8^��*1*
a ∈ Aσ

w′

���&(
w′ ≥ w,ã ¼M¼ σ,τ

w′

 
iσ→τ
w,w′d ¡ a ¢±� � ñ

, x
�
σ . M

�
τ
� �
η

�
a/x

�
w′

Äf!D�-,��1�&�)�s!D87�H���.(��0�&�F���'�7�1!D�.��*1�1�F$N;D/'��87�����F���d�Z�&�)���1�O�n�&��ñ
.λx

�
σ.M

�
σ→τ

���D���MA
d

�0�&�E�7�s�c���.(r�3��/.��� _�/��M`�
����E�j�E�c%�85!LKM�L(r�D�j�1���n�����0* �D�9�9� ����*������Z���1�.;'A)/'�9�1�.;d�587���'�5* �L>�F�1!D�o�1���s!N�0!D�-,��1�.�)��!D87�J� Î���89�LÃ'A�<J�.�D®�A��G��$�� ¨ �b#I!D8H�0�.�E�5�F���'�0�MA����.(O�0�.�Z���'�9�1!D�&��*1�1��$#}!D8^/.��� _�/������L�9�P`a@�[�����+�9���i�n�&�i�1��%V!D85�����'�0�@!�#N%'��85�F� ��*J���&K��185!D���N�����5�o,�$�*1!�! ? �1�&;l�)�"�n���* ���-,V(.�\�B,b�7�587�D�0�F�1!D�m���D�9�k�1�m�{*1�1�Z�Z*1�o��!D85�G(&�������1*n`i
��&�o�N�B�����1�.;{!�#��i* ���-,�(&��B,b�7�587�D�0�F�1!D�"�1�"����K&�185!D���N�����
η

�)�
w

�E�^(&���Z��85���1�&�)(k,&$mu�%'�)�������L(�wr���&K&�185!D���p�����s�
η

�
a/x

�d#I!D8
a ∈ Aσ

w′

]^�1�Z�
w′ ≥ w

`ËhZ#
Aσ

w

�E�S����%��F$�Aq,�/.�S�Z����85�{�0�&�E�7�O�N���&$
a ∈ Aσ

w′

A��Z�����
Aσ→τ

w′

����$o,b�g* ��85;D�MA'���.(G�5!��n�&��85�r��85�-�N���&$k%b!����7�1,.*1�-�p�)�����1�&;M�#}!D8
λx

�
σ.M

`c<�!)]q��KM��8PAD��KM��85$
η

�
a/x

�V]^�1�Z�
a ∈ Aσ

w′

�g/'�7��,'�=%'��85��� ��*nAM�7�1�'�0���n����85��E����!k%V!��9�9�1,.*1�pK���*1/��r#I!D8
x

�)�
w

`-
��&��85�0#}!D85�MA�]q�p�&���)({%'��85�F� ��*j���&K��185!D���N�����5�=�s!(����F��85���1���-�Z���-�N�B�����1�.;�!�#c��* ���-,�(&�O�Z��85��/.��� _�/���*1$�`
�P¿



a@�g�7��$"���G�P_�/'�)�F�1!D�Gñ
. M

¢
N

�
σ

º&T�Ê1Ð ·r¸ Y
w

¸ UVÐ
η

A.]^87�1�Z�F���
w‖−

 Iñ
. M

¢
N

�
σ ¡ �

η
�

��#sA.]^�&������K���8
w‖−

ñS�
η
�ZA�]q�J�&�)KM�

� � ñ
. M

�
σ

� �
ηw

¢±� � ñ
. N

�
σ

� �
ηw.


����E���E���Z���p,'�D�9�N���D�9�p!�#��n���p�1�&(�/.�0�F�1KM�g(&�0�'���1���1!D�2!�#
w‖−φ

�
η
�c#}!D8�#}!D85�r/�* �

φ
!�#%�85�)(.� ���)�Z�S*1!D;D� �DA�;D�1KM���[�)��85*1�1��8P`2hZ�r�E�p���z�B�D�5$i�0�&��87�0�3�9�MA�]^��� �9��]f�o*1�B�BK�����!4�n����1���Z��85�L�5�Z�L(i85�B�D(&��8PA'�s!S]q!D8 ? !D/.���Z���r�0!D��%.*1���F�N(&�0�'���1���1!D�2!�#

w‖−φ
�
η
��#I!D8�*1!D;D� ����*#}!D85�g/�* �D�S]^87�1�Z�F����/'�9�1�&;z�F$&%'�2�D���7�1;D���N�����5�{ I������� ���.�D®�Af�&�0!���ªL�d#}!D8o�7�1;D�����b����������1���5� ¡ `¤ ��!&(���*

A
·�¸ Y ¶3·3ö X · ñ

.M
¢
N

�
σ

A�]^89�1�Z�Z���
A‖−

ñ
.M

¢
N

�
σ

A&��#���K���85$
w

���.(
η

#I!D8
A

�7�)�F�3�s#}$S�n���-�P_�/'�)�F�1!D�C`
÷ × �C�5Ø�Ù=Ú¥Û9	�Üô�k�g	õÜÞ�-�gÚ�Û7�y	 � �ø
c	=�V�&Ú����7	 � 
cÛ7���QÚ��ù
c	��'ú

Ú�û=���C�7Ú��
hZ���E�c�)�D�5$r�s!-�0�.�Z���.(p�Z���=(&�0�'���1���1!D�'��!�#QeJ87�1% ? �^��%&%.*1� ���B���1KM�f�7�585/&�0��/�85�^���&(�* ���-,�(&���!�(&��*c��!"�1�'�0*1/'(&������85�Z�L�7� ���@%�85!�(�/.�0����$&%'�)�

σ × τ
���&(i�"�Z��85���1�.��*c�F$&%'� � ]^�1�n�!D���=��*1���N�����q�B�H�B�D�9�S]f!D85* (Q`jhZ�S�n���E�q�9�P�0���1!D�CAD]q�=]^�1*1*b�����=�n�.�B�H���&$�eJ87�1% ? �=��!&(���*ã ]^�1�n�{%�85!�(�/&�0�5�=���.(G���F��85���1�&��*��F$&%'�r(&���Z��85���1�&�)�d�O����85�Z�L�7� ���i�0*1!��9�L(G���B�F��;D!D85$

CA

` ¤ �d!D�&�r]q!D/�* (2�&!)%'�MAb�n�&�p���)�Z��;D!D87� ����*j�1���F��85%�85�����)�F�1!D�{!�#H�O�F��85���1�\ñ
. M

�
σ�1�

CA

�0!D�1�'�0� (&�L��]^�1�n�G�n�&�-�p�B�����1�.;�!�#jñ
. M

�
σ

�1� ã ;D�1KM���G�B,V!)KM�M`ja@�J]^�1*1*C��* �5!� ? ���s�9���n�&�=#I/�*1*b���.(�#n���1�n�.#}/�*1*b���-,'�)(�(.�1�.;N!�#Q���&$��5����*1*b����85�Z�L�7� ���o�0*1!��9�L(O���B�F��;D!D85$�1���s!p�p����85�Z�)�9� ���o�0*1!����)(S���B�F��;D!D85$O(����F��85���1���L(O,&$N�peJ87�1% ? �=* ���-,�(.�g��!�(&��*n`c
����E����-,'�)(�(.�1�.;"%�85�)����85KM�)���n�&�p����85�Z�L�7� ���\�0*1!����)(4�7�585/&�0��/�85�MA',�/.����!D�d���P�0�L�9�7��89�1*1$lu�!D��n���4��!��9�M`xwü«=�)�n�&��8O�n�.����(.�E�7�0/'������*1*�!�#J�n���2�'���2%V!D�1���5�PAq]q�G]^�1*1*�85�0#I��8O�s!@�n�����%�%�85!L%�87� �)�Z�G*1�1�Z��87�)��/�85�M`�
��&�k85�)�D(���8S]^��!@�E�O/&�.#n�����1*1� ��8�]^�1�n�����B�F��;D!D85$z�n�&��!D85$�N��$"� ? �1%k�s!��n�&�-�&�0�&�^���P�0�F�1!D�"]^�1�n�&!D/.�^*1!��9��!�#c�0!D�����1�M/��1�F$�`a@�J85��;M��87(k�N%'��85��� ��*1*1$�>n!D87(&��85�L(o�����
〈

ß
,≤〉

�D�^�N���)�Z��;D!D85$S�1�"�n�&��/'�5/'��*�]q��$�`��%'�P�0���b����*1*1$�A&�n�&�d!D,.¯s�P�0�5�H!�#��Z���E�����B�F��;D!D85$o��85���n������*1���N�����5�q!�#pßä���&(S�n�&��85���3�q�/&��� _�/��iu�*1�L�9�s>n�Z�&���.>n!D8s>n�P_�/'��*�>n�s!MwO��8585!)]
`w,w′

#³85!D�
w

�s!
w′ ��²

w ≤ w′ `d���1�'�0�p����B�F��;D!D85$4�g/'�5�-�.�)KM�r� (&�������1���1�)�J���&(i,'�O�0*1!��9�L({/.�.(&��8��0!D��%V!��7�1���1!D�CAQ]q�p*1���
`w,w,'�g�n�&�J� (������F�1��$S!D�

w
���&("(&�0�'�&�J�0!D��%V!��7�1���1!D�G,&$

`w′,w′′ ◦ `w,w′

¢
`w,w′′.

� Ã



¬��1KM���"��eJ87�1% ? �J��%�%.*1� ���)�F�1KM�d�5�585/&�0��/�85� ã A&�1�f�3���B�D�5$O�s!��9�����n�.�B���B�D���o��$&%'�
σ(����F��85���1���L�=�N#I/&�'�0�s!D8�ý

σ

#³85!D�
〈

ß
,≤〉

��!O�����5�P`���%'�P�0���b����*1*1$�A.]q���s� ? �
ý

σ

 
w ¡ ¢

Aσ
wý

σ

 
`w,w′ ¡ ¢

iσw,w′

���&(m/'���"�0!D�.(.�1���1!D�'� å ¶ Ð�æ2���&( å R9T Ñ ¼ æG�1�l�n���2(&�0�'���1���1!D�z!�#-eJ87�1% ? �G��%&%.*1� ���B���1KM��5�585/&�0��/�85�O�s!4�5�&!L]ô�n�.�B�g�Z���E�r����%[�E�r#I/&�'�0�s!D87� ��*n`ka����1*1�S�1�r����$@�9�����Ý�7�1��%.*1�)�5���!l/'���i#}/.�'�0�s!D87�2ý
σ

�D�G!D,.¯s�P�0�5�o!�#
CA

A��Z���E�G����$�� (&��������#}$��F$&%'�)�"�1�+�Z���@���D���]^����85�
σ 6

¢
τ

�5$������D�0��� ����*1*1$�Ab,�/&�
Aσ

w

¢
Aτ

w

�&��%&%'���\�s!o,b���n�����7���N���9���P`p���1�'�0�]f�o]f!D/�* (@��!D�p���P�0�L�9�7��89�1*1$i]������p�s!4� (&��������#}$\��%&%&*1� ���)���1!D�\#}/.�'�0���1!D�'�g!D���Z���O��]q!�F$&%'�)�BAQ�n���E�g�0!D/�* ([*1�B�D(\�s!G/&���&�P�0�)���7��85$4�0!D�.#I/'�7�1!D�C`�
��&��85�0#}!D85�MAC]f��]^�1*1*�/'�����n����F$&%'�-�0�.%�85�)�9�9�1!D�'�^�D���n�&�-!D,.¯��P�0�5��!�#
CA

`���1�'�0���B�D���O��$�%b��(&���Z��85���1�&�)�H�g#}/.�'�0�s!D8PAD]q�=]^�1*1*b/'���=�.�B��/�87��*��587���'�s#I!D85�N�)���1!D�'��D�=�n�&�-��!D85%����E�5�O�^!�#
CA

`H�b!D8^��KM��85$k%'���18=!�#j��$&%'�)�
σ

���.(
τ

A'�0!D�.(.�1�F�1!D� å U ¸ Yµæg�1��n���-(&�0�'���1���1!D�o!�#ceJ87�1% ? �-��%�%.*1� ���)�F�1K����5�585/.�0�F/�85�J�7��$.�f�Z�&�)���n��������%
w 7→

ã ¼�¼ σ,τ
w

A]^��� �9�+]q�[�5�.��*1*-]^87�1�Z�m�7�1��%.*1$v�D� ã ¼M¼ σ,τ AJ�E�2�l�.�)�F/�87��*-�587���'�s#I!D85���B���1!D�v#I85!D�ý
σ→τ ×

ý
σ

�s!�ý
τ

`mþ��9�1�&; ã ¼M¼ σ,τ AH]f�G�����l�����k�Z�&�)����KM��85$[;D*1!D,'��*^��*1���N�����
a!�#j��$�%b�

σ→τ
�1�.(�/.�0�)�^���.�)�F/�87��*��587���'�s#I!D85�N�)���1!D�

ν
#I85!D��ý

σ

�s!Sý
τ

A.�&���N��*1$
νw

¢ ã ¼M¼ σ,τ
w

 
aw, · ¡

�'!D8g�0�.�Z���'�9�1!D�&��*H��%&%.*1� ���B���1KM���5�585/.�0�F/�85�L�o I���.(@�&���'�0�O��!�(&��* � ¡ A��1�r�E�r�B�D�5$\�s!4������n�&�)����#'��]q!=;D*1!D,'��*���*1���N�����5�
a

���.(
b

(&���F��85���1���f�n���q�7���N���&�)��/�87��*��587���'�s#I!D85�N�)���1!D�CA�n�����
aw

¢
bw

�)�-��KM��85$i]f!D85* (
w

`oa@�S*1���g�n�&�O��!D85%����E�5�O�g#I85!D�
σ

�s!
τ

�1�
CA,'�S��*1*��.�B��/�87��*��587���'�s#I!D85�N�)�F�1!D�'�

ν
�Cý

σ→
ý

τ

�1�.(�/&�0�L({,&$4;D*1!D,'��*H��*1���p�����s�g!�# ã
!�#H�F$&%'�

σ→τ
���.(4*1���J�0!D��%b!��7�1���1!D�i!�#���!D85%����3�5�O��,'��!D87(.�1�&��85$2�0!D��%V!��7�1���1!D�\!�#�&�)�F/�87��*Q�587���'�5#}!D85���B���1!D�'�q�1�\Ó�X0Y 〈W ,≤〉 `¤ 85!D/.�F�1�&�f����* �0/�* �)���1!D�N�5�&!L]=���n�.�)����# ã �E�c�JeJ87�1% ? �q* ���-,V(.�d��!�(&��*nA��n�&���

CA

�E��d���)�Z��;D!D85$-]^�1�n�����N!D,.¯��P�0��#}!D8��B�D�9�p�F$&%'�MAL���&(r�n�&��85�f�E�j�d!D���0>n!D�&�H�0!D8585�)�7%b!D�.(����'�0�,'���F]q������;D*1!D,'��*.��*1���p�����5��!�#V��$�%b�
σ→τ

�1�
A

���&(���!D85%����E�7�O�j#I85!D�
σ

�s!
τ

�1�
CA

`hZ�N�D(�(.�1�F�1!D�CA)�1���E���B�D�5$-�s!��7��!L][�n�.�B�
CA

�E�j����85�Z�L�7� �����0*1!����)(g��# ã �.�D��%�85!&(�/.�0�5�����.(���Z��85���1�.��*C!D,.¯s�P�0�P`�
����-85��* �)���1!D�'�5���1%",'���F]q�����G�n�&�g���B�F��;D!D87� ����*C�1���Z��85%�85���s�B���1!D�2!�#�Z��85�O�PA&�D�H�1�\�­�&�0!���ªL�
3
A����.(��n�&���N�B�����1�.;g#I/.�'�0�F�1!D�S]f�d�&�)KM�^;D�1KM���O�3�f�5/.������87�1���)(

3There is a minor source of confusion in [Sco80, page 413]. In assigning an arrow of
a category to an open term M , we must decide which variables to consider free in M .
In particular, we may want to consider some variables “vacuously” free. Scott’s slightly
informal discussion does not address this point. However, in the formalism of the present
paper, we have explicit type assignments, and so we simply treat all variables in Γ as
occurring free in Γ . M : σ.
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¶E· T Ñ T�W ¼ º ¶E·�Ñ � <=!L]���ªL�Z`=hF�2�n���E�����&��*1!D;D$�A��F$&%'�L�d�0!D8585�L�5%b!D�.(2�s!O*1!D;D� ����*�#}!D85�g/�* �D����&(��Z��85�O�k�0!D8585�)�5%V!D�&(���!z%�85!�!�#³�P`6a@�485�)�D(|,'�D�7� �2�F$&%'�)�o�D�S�)�s!D��� �G%�85!)%V!��7��>�F�1!D�'�O���.(~85�B�D(l�Z���G��$�%b�

σ→τ
!�#�#I/&�'�0���1!D�'�N#³85!D�

σ
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τ
�D���n�&�G#I!D85�g/�* �Ëu

σ�1��%&*1�1�L�
τ
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����J�085/.�0� ��*�%'��85�^!�#��n���E�=���.��*1!D;D$O�E���n�.�)���9�1�'�0�J* ���-,V(.���Z��85�O�=��85�-���!D���)�F�1!D�.��*�KL��87� �����^!�#��1���F/��1���1!D���E�5��� ���.�)�F/�87��*�(&�)(�/&�0���1!D�o%�85!�!�#I�BA��Z����85�-�E�^���0*1!����)(�Z��85�t!�#H��$�%b�
σ

��²
σ

�E�-���\�1����/��1�F�1!D���3�5�F� ����*1*1$G%�85!LK��B,.*1�g#I!D85�g/�* ��`gÎ��D���)({!D�\�n���E��5$������D�0��� ���0!D8585�)�5%V!D�&(&���'�0�O,b���F]q�����[�Z��85�O�p���&([%�85!�!�#³�PAC]q�����1;D���r�0�&%'�P�0�r�n����85���!",'�O�"�����N�����F� �p�1���F��85%�85�����)���1!D�i�1�\]^��� ���\�n������!D�&����%��F$G��$&%'�)�-�0!D8585�L�5%b!D�.(i��!�n���k�1����/��1���1!D���E�5��� ����*1*1$@%�85!)K��B,.*1�S#}!D85�g/�* �D�B`i
��&�S�F��85�Ì��!�(&��*^�0!D�'�5�585/&�0���1!D������$,'�r/'���)(G�s!o%�85!)KM�-�Z���-#I!�*1*1!)]^�1�.;S�0!D8585�L�5%b!D�.(&���'�0�g,'����]f�����4%�85!)K��B,��1*1�1��$o���.(G��$�%b��1���&�),��1���)���1!D�C`
ÿ����������
	H5I
=5 å È�U�º ¸�Ò�¶ Y ¸ Y ¶ T�UDæ/9CX0Y%\ Ò X ¸z· X�YNTsó{YIÏ ¼ X5ÐlR7T�U · Y ¸ UbY ·4¸ UVÐ

E
¸ UXLF0» ¸ Y ¶ TDU ¸ ÊdY}º�X5T�W�Ï~T â X�W]\ ½ 7 º.X�W7X ¶3·{¸ à W ¶ ¼bá X{Ê ¸�ÑSÒ Ð ¸mÑ TPÐ�X�Ê ã ó0TDW

E
� ¶ Y}ºY}º.Xqó�T�Ê3Ê1TV� ¶ U ¹ ¼ W5T ¼ X�W0YIÏ�^

Aσ
w

¶E· U�T�U�X Ñ ¼ YIÏdó0T�W ¸ Ê}Ê
w ∈

ß ¶ M Y}º�X�YIÏ ¼ X
σ
���cº.X�U

âP¶ X_�fX5Ð ¸L·@¸ U ¶}Ñ ¼ Ê ¶ R ¸ Y ¶ T�U ¸ Ê�ó0T�W Ñ »�Ê ¸ � ¶3·4¶ UbYI» ¶ Y ¶ T�U ¶3· Y ¶ R ¸ Ê}Ê Ï ¼ WsT âL¸�Ò Ê X�ó�WsT Ñ Y}º.XYIÏ ¼ X · TsórR7T�U · Y ¸ UbY ·J¶ U`\ ½

����E���n�&��!D85�����5�s���&(����1�i�7�&��85%4�0!D���587�D�5����!o�n�&�p�0!D8585�)�7%b!D�.(����'�0�N]q�p�D�����1��KM�]^�1�n���0* �D�9�9� ����*���!�(&��* �P`|
�![�0!D�'�5�585/.�0�O�@�0* �D�9�7� ����*^��!&(&��*^]^�1�n�|!D��*1$m�n���G%�85!LK�>�B,.*1����$&%'�)�f��!D������%���$�AD]q���g/'�5�H,b��;D�1�o]^�1�n�k�B�D���S,'�D������$�%b����!D�&����%��F$�A��7�1�'�0����!�B�s!D��� �J%�85!L%b!��9�1�F�1!D�G�E�=%�85!)K��B,.*1�M`chF�^�E�^�B�D�5$k�s!O�9���-�Z�&�)����#

σ
���.(

τ
�B�D���G�&�)KM�J�B�
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��!��5��!D�&�g��*1���N�����PAb�n�����
σ→τ

�&�D���B�=��!��5��!D�&�g��*1���N�����PAb���.(2�5!o�O�5�587���1;D�&�s#}!D8s>]q��87(o�1�&(�/.�0�F�1!D�k�5��!L]=�f�n�&�)�q!D/�8q��!&(&��*��r/'�5�f�.�)KM�d�)����!��5�q!D������*1���p������!�#��B�D����F$&%'�M`HÄf!D�'���P_�/������n*1$�A���KM��85$S]q��*1*�>n�F$&%'�L("�P_�/'�)�F�1!D�"]^�1*1*Q,'�g�9�B���E�s�'�L(Q`¤ ��!D�n�&��8i]q��$6�s!��0!D���&�P�0�2��!D�&����%��F�1�&�)���G]^�1�n�:%�85!LK��B,��1*1�1��$��3�4�s!��0!D�'�9� (���8�0* �D�9���)�O!�#-��!&(���* �B`Ëhn#-]q�4�0!D�'�7� (&��8o�n���{�0* �D�9�O!�#-#I/�*1*��0* �D���7� ����*=��$�%b�2���1��87��87�9�.>�1�)�PAc]^�1�n�~�5!D�N�S,'�D���S��$�%b�)�p����%��F$@���.([!D�n�&��87�N��!D�PAc�n�����z�n�&�S��$�%'�L�r]^��� ���z��85���!D������%���$r�1����KM��85$p��!�(&��*b��85�^�n�&�rR0Ê ¸L·9·�¶ R ¸ Êb%�85!L%b!��9�1�F�1!D�.��*��s�P/.�s!L*1!D;D�1�L�=�­Äf!D�b�D©)�Z`
a × �C�5Ø�Ù=Úcb"�=û=�5
c	=ÛEd:Ú�Û7	H�&�9� � �

6.1 Relations over applicative structures�Q!D;D� ����*�85��* �)���1!D�'���.�BK��g%�85!)K����4/'���0#}/�*��1�{�n�&���5�F/'(.$G!�#q<=��� ? �1�{* ���-,�(&�k��!&(���* �B`�'!D8j�0�.����%.*1�MA�]q�f����$g%�85!LKM�H�n�&���0!D��%&*1���F�����L�9�c!�#b%�/�85�
β, η

>Z�0!D�&KM��87�9�1!D�G }]^�1�Z��!D/.��P_�/'�)�F�1!D�.��*��&$�%V!D�n�&�)���)� ¡ #}!D8p�N���&$@�5%'�P�0���b�S�0* �D���7� ����*���!&(&��* �PAc���&(z�9�.��87�D�0�Z��87�1����n����* ���-,�(&�J(&�0�'�.�B,.*1�q��*1���p�����s�j!�#V�0��85�s���1����!�(&��* �j/'�7�1�.;�*1!D;D� ����*�85��* �)�F�1!D�'�^� Ç�*1!���ª�A�����M� ¨ A=���s�M�D©L,�A=���s�M�D©��L�Z`ôhF�°� Ç�*1!���ªL�ZA�Ç�*1!D� ? �1�6�1���585!�(�/.�0�)(ËÈ�ÉZW7X�Ê ¸ Y ¶ TDU · A=]^��� �����85�{#n�����1*1�1�L�"!�#r�F$&%'�L(�85��* �)�F�1!D�'�k!LKM��8o�~<���� ? �1�6��!�(&��*nA��1�&(&�0�.�)(�,�$l%V!��9�9�1,&*1�]f!D85* (��P`�hF�@�n���E�g���P�0���1!D�CA�]f��]^�1*1*��0!D�'�9� (���8geJ89�1% ? ��*1!D;D� ����*�85��* �B���1!D�'�PA�]^��� ���\��85��n���g�7�587���1;D���s#I!D85]q��87(k;D���&��87��*1�1�P�B���1!D�"!�#chZ>n85��* �)�F�1!D�'�q�s!OeJ87�1% ? �-* ���-,�(&����!&(&��* �P`hZ�4�n���g�0* �D���7� ����*Q��!&(���*Q�Z����!D85$k!�#��F$&%'�)("* ���-,�(.�O����* �0/�*1/'�PA'��*1!D;D� ����*Q85��* �)���1!D��E�p�2#n�����1*1$i!�#^85��* �)�F�1!D�'�r�1�&(&�0�.�)(@,&$\�F$&%'�L�g]^��� �����7�)�F�E�5�'�)�r�{�0!D�&(.�1���1!D�[�1��%.*1$�>�1�&;o�0*1!��5/�85�g/.�.(���8=��%&%.*1� ���B���1!D�G���&(2* ���-,V(.�S�),b�5�587�D�0���1!D�C`H
��&�-;D������87��*1�1�P�)���1!D�G��!eJ87�1% ? �S��%&%.*1� ���B���1KM���5�585/&�0��/�85�)�g�1��KM!�*1KM�L�J�1�&(&�0�.�1�.;k85��* �)���1!D�'�-,�$i,b!D�Z�[�F$&%'�L�r���.(%b!����7�1,.*1�=]q!D85* (��P`�a@��]^�1*1*V�7�1��%.*1��#I$p!D/�8H%�85�)�������s�B���1!D��,�$��D���5/.���1�&;-�g���&�L(O�5�585/.��>�F/�85�
〈

ß
,≤〉

�Z��85!D/�;D��!D/.�d���P�0���1!D�4®.`¤:à W ¶ ¼bá X�Ê1T ¹�¶ R ¸ Ê�W7X�Ê ¸ Y ¶ TDUG!)KM��8feJ87�1% ? �d��%&%.*1� ���B���1KM�=�5�585/.�0��/�85�)� ã ���.(e�¦ }/'�5>�1�&;\�n�&�G�7���N�
〈

ß
,≤〉 ¡ �3�N�i#n�����1*1$gft¢

{Rσ
w}

!�#�85��* �)�F�1!D�'�
Rσ

w ⊆ Aσ
w × Bσ

w�1�&(&�0�.�)([,&$\�F$&%'�L�
σ

���&(�]f!D85* (��
w ∈

ß �7�)�F�3�s#}$&�1�.;G�n�&�O#I!L*1*1!L]^�1�.;2��]f!i�0!D�&(.��>�F�1!D�'�P`c
��&�J�'87�5�^�E�=����!D��!D�s!D��� �0�1��$o�0!D�.(.�1�F�1!D�k#I!D8^����$o,'�D�9�-��$�%b�
c

  Ñ TDU ¡ Rc
w

 
a, b ¡ �1��%.*1�1�)�

Rc
w′

 
icw,w′a, icw,w′b ¡ #}!D8=��*1*

w ≤ w′,]^��� �9�\�7��$.�d�Z�&�)�d]^�&���
w ≤ w′ A��n�&��85��* �B���1!D�

Rc
w

�E�-�0!D�������1�&�)(i�1�
Rc

w′

A���!&(�/�*1!�n���-�587���'�9�1�F�1!D�"#I/.�'�0�F�1!D�'�B`�
��&�g�9�P�0!D�.("�0!D�&(.�1���1!D�
 5R Ñ ¼ W5X ¡ Rσ→τ

w

 
f, g ¡ ��²

∀w′ ≥ w.∀a, b ∈ Aσ
w′ .

Rσ
w′

 
a, b ¡ �1��%.*1�1�)�

Rτ
w′

 5 
iσ→τ
w,w′f ¡ a,  

iσ→τ
w,w′ g ¡ b ¡ ,
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����*1*1�)(6us�0!D��%�85���&���'�7�1!D�'w�A��7��$.�=�n�.�B�d85��* �B���1KM�-�s!S�Z���r#}/.�'�0���1!D�'���)KL���1* �),.*1�-#³85!D� ã
���&(���A��n�&�N85��* �B���1!D�

Rσ→τ
w

�0!D�������1�'�J��*1*�#}/.�'�0���1!D�'������%�%��1�.;o85��* �B�F�)(\��85;D/.�p�����s���!r85��* �B�F�)(�85�L�5/�*��s�B`�
��&�^�F]q!J*1�����N�D��,'��*1!)]���85�^%�85!)KM�L(�/'�7�1�.;-�n�&�^�)���9�����F� ��*1*1$p�n����7���p�-��85;D/.�N�����5�^�D�^!D/.�n*1�1�&�)("�1��� Ç�*1!���ª��Z`
1 �
	2	43Eh�
�� åji TDUVTDYnT�U ¶ R ¶ YIÏ�æ]9CX0Ykf

⊆
ã
×
� Ò X ¸ à W ¶ ¼bá XGÊ1T ¹�¶ R ¸ Ê^W7X�Ê ¸ Y ¶ TDU ½

7 º�X�U�ó0T�W�X â X�W�ÏdYIÏ ¼ X
σ

¸ UVÐ ¼ ¸�¶ WfTsóX�HT�W�Ê�Ð ·
w ≤ w′ � ¶ ó

Rσ
w

 
a, b ¡ Y}º.X�U

Rσ
w′

 
iσw,w′a, iσw,w′b ¡ ½

a@�=�7��$r���&K&�185!D���p�����s�
ηa, ηb

��85�-W5X�Ê ¸ YZX5Ð Ò ÏlfyT�Uoñ ¸ Y
w

��#
Rτ

w

 
ηaxw, ηbxw ¡#}!D8=��*1*

x
�
τ

�1�2ñH`
1 �
	2	43Eh�
=< å @ »�UVÐ ¸�Ñ X�UbY ¸ Ê�9CX Ñ�ÑO¸ æ�È3óBf

⊆
ã
×
� ¶3·�¸ à W ¶ ¼Vá XqÊ1T ¹�¶ R ¸ Ê.W5X0Ê ¸ Y ¶ T�UT â X�W Ñ TPÐ�X�Ê · ã ¸ UVÐ:�$� ¸ UVÐ2X�U âP¶ W5T�U Ñ X�UbY ·

ηa, ηb

¸ W5X�W5X0Ê ¸ YZX7Ð Ò Ï:f£T�U2ñ ¸ Y
w
�Y}º.X�Uró�T�WgX â X�W�ÏOYZX�W Ñ ñ

.M
�
σ
�X�fX�º ¸Dâ X

Rσ
w

  ã � � ñ
.M

�
σ

� �
ηaw,

�S� � ñ
.M

�
σ

� �
ηbw ¡

¤ �c]^�1�n��������$-!�#V!D/�8j!D�Z����8c(&�0�'���1�F�1!D�'�PAL�n�&��(��0�'���1���1!D�N!�#VeJ87�1% ? �q*1!D;D� ����*�85��* �L>�F�1!D�N�N��$-,b�q(&��87�1KM�L(r,&$J�1���F��85%�85���F�1�.;J�n�&�H/'�5/'��*.(&�0�'���1�F�1!D�g�1�N�n�&�f�s!L%b!��HÓ�X0Y 〈W ,≤〉 `
����o/'�5/'��*q(&�0�'���1���1!D�[!�#�*1!D;D� ����*f85��* �B���1!D�&f
⊆

ã
×
���E���G#n�����1*1$@!�#=85��* �)�F�1!D�'�

Rσ ⊆ Aσ ×Bσ �5/&���k�n�&�)�
 �» · » ¸ Ê ¡ Rσ→τ  

f, g ¡ ��²
∀x ∈ Aσ.∀y ∈ Bσ. Rσ  

x, y ¡ ⊃ Rτ  
fx, gy ¡ .
�!285�0>n�1���Z��85%�85���N�n���E�p�0!D�&(.�1���1!D�CAC]q�O�g/'�5�r�'87�5�r�7��$i]^�.�B�reJ89�1% ? �O85��* �)�F�1!D�'�g��85�M`¤ �o]f�G�.�BK��2�9�����CAq�@��$�%'�MAq!D8zuseJ89�1% ? �4�����PAxw��E�o�@#n�����1*1$

A
¢

{Aw}
!�#g�����s��1�&(&�0�.�)(~,&$z]q!D85* (��PA�]^�1�Z�|�587���'�7�1���1!D�~#}/.�'�0���1!D�'�

iAw,w′

#I!D8O�B�D���
w ≤ w′ `   � 8PA�P_�/��1K���*1�����n*1$�A��J#I/.�'�0��!D8�#I85!D�

〈
ß
,≤〉

�s!N�9���5�P` ¡ hn#Q]q�=�&�)KM�^��]f!p�5/&���OeJ87�1% ? ���9���5�
A

¢
{Aw}

���.(
B

¢
{Bw}

A'�n�&���4� à W ¶ ¼Vá XrW5X�Ê ¸ Y ¶ T�U
R ⊆ A× B

�E�d�O�5/M,V�9���=!�#
A × B

¢
{Aw × Bw}

A��n` �M`�AV�O#n�����1*1$
R

¢
{Rw}

!�#�85��* �)�F�1!D�'�
Rw ⊆ Aw × Bw�5/&���"�n�.�B�

Rw

 
a, b ¡ �1��%.*1�1�)�

Rw′

 
iAw,w′a, iBw,w′b ¡ #}!D8=��*1*

w ≤ w′.


��M/'���0!D�.(.�1�F�1!D� å Ñ T�UDæ-�E�=,�/��1*��^�1����!S�n���p(��0�'���1���1!D�"!�#�Ó�X0Y 〈W ,≤〉 `HhZ#c]f�-��!L]Ë�7��$�n�&�)�O�\eJ87�1% ? �G*1!D;D� ����*�85��* �)�F�1!D�~!LKM��8 ã ���&(m�¾�5�&!D/�* (z,b�2�4#n�����1*1$z!�#JeJ87�1% ? �85��* �B���1!D�'�
Rσ ⊆ Aσ × Bσ �9�B���E�s#I$��1�.; å » · » ¸ Ê æ2�),b!LKM�MA��n�&���~�1��!D��*1$�85�������1�'����!�9�&�P� ? å R7T Ñ ¼ W7XFæ ½ 
����E�q�E�q!D,������1�&�)(o,&$�]f!D8 ? �1�&;p!D/.�f�n�&�JeJ87�1% ? �� }�n` �M`VAVÓ�X0Y 〈W ,≤〉 ¡�1���Z��85%�85���s�)�F�1!D�G!�#c�n�&�g�5�����.(.��87(o�0!D��%�85���&���'�7�1!D�2�0!D�.(.�1�F�1!D� å » · » ¸ Ê æ ½
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6.2 Partial equivalence relations and quotients¤´à W ¶ ¼bá X�Ê�T ¹�¶ R ¸ Ê ¼ ¸ W0Y ¶³¸ Ê�XGF0» ¶}â)¸ Ê X�UVR�XOW7X�Ê ¸ Y ¶ T�U&f
⊆

ã
×

ã �E�-�GeJ87�1% ? �N*1!D;D� ����*85��* �B���1!D�m�7/&�����n�.�)�r�B�D���
Rσ

w

�E���5$&���N���587� �S���.([�587���'�9�1�F�1KM�M`i
��&�o�.���p�k%'��85��� ��*�P_�/��1K���*1���'�0�=85��* �)�F�1!D�k�0!D�p�L��#³85!D�§�n�&�=#n�D�0�f�n�&�)����#
Rσ

w

�E�f�7$����N���587� �=���.(��587���'�7�1�s>�1KM�MAM�n�&���
Rσ

w

�E�q���o�P_�/��1K���*1���'�0�=85��* �B���1!D�S!D�o�n�&�d�����H!�#
a

]^�1�n�
Rσ

w

 
a, a ¡ `ca@��]^�1*1*�B,�,�85��K&� �B�F�O�n�&�S�0/.�-,'��87�5!D�N�O%���87�D����useJ87�1% ? �O*1!D;D� ����*�%'��85��� ��*��P_�/��1KL��*1���'�0��85��* �L>�F�1!D�'w��s! á Ê ¼ X�Wr`�
��&�J#I!L*1*1!L]^�1�.;�*1�����N���5�&!L]=���n�&�)� á Ê ¼ X�WrÅx�^����$k,'�g�0!D�'�5�585/.�0�Z�)(,�$k�9�&!�!��9�1�.;�85��* �B���1!D�'�^�B�^,'�D���J�F$&%'�L�P`
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